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Chapitre 11
La méthode des ondes planes augmentées linéarisées (FP-LAPW)

I1.1. Introduction:

11 existe différentes méthodes de calculs de structures électroniques pour la résolution des
équations de la DFT. Ces méthodes différent par la forme utilisée du potentiel et par les
fonctions d’onde prises comme base. La méthode des ondes planes augmentées linéarisées

(FP-LAPW) est I’'une des méthodes les plus précises.

Dans cette méthode aucune hypothése de forme particuliere n’est faite au niveau du
potentiel. La méthode des ondes planes augmentées linéarisées (LAPW: linearized augmented
plane wave), développée par Andersen [1], est fondamentalement une modification de la
méthode des ondes planes augmentées (APW) développée par Slater, donc avant d’exposer le

principe de LAPW, nous allons revoir les différents aspects de la méthode APW.
I1.2. La méthode des ondes planes augmentées (APW):

En 1937, Slater [2] proposa comme base, les fonctions d’ondes planes augmentées
(APW: Augmented Plane Wave) pour résoudre I’équation de Schrodinger a un seul électron,

cette derniére correspond a 1’équation de Kohn et Sham basée sur la DFT.

Pour faciliter la résolution de 1’équation de Schrodinger nous considérons un cristal représenté
par un réseau de sphéres sans recouvrement centrées sur les différents sites atomiques. Dans
cette sphere le potentiel cristallin est remplacé sa moyenne sphérique périodique V(r)
(approximation muffin-tin).Dans la zone interstitielle entre les sphéres, le potentiel est supposé

constant, égale a sa valeur moyenne Vy(zéro muffin-tin):

o (V) r<
V(E) = {0 ir (IL1)
Avec r=|7|

En conséquence, les fonctions d’onde du cristal sont développées dans des bases différentes
selon la région considérée : solutions radiales multipliées par des harmoniques sphériques dans

les sphéres MT et ondes planes dans la région interstitielle (figure (I1.1)).
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Fig. (IL.1) : Schéma de la répartition de la maille élémentaire en spheres atomiques et en

région interstitielle.

Donc la fonction d’onde s’écrit sous la forme :

1 z .
— ) (g el r>1ro(l)
VO£

o(r) =
z A Ui(0)Y (1) r<ro(M)
Ilm

(I112)

ou :

1o+ Représente le rayon de la spheére muffin-tin.

Q : est le volume de la cellule élémentaire.

G : est le vecteur du réseau réciproque.

Ceet Apyy, les coefficients du développement en harmonique sphériquesYy,,.

Notons que D'origine des coordonnées sphériques est prise aux centres des spheéres
atomiques.

La fonction U;(r) est une solution réguliére de 1’équation de Schrédinger pour la partie

radiale qui s’écrit sous la forme :

2
{ 0 +l(l+1)

—= = V() — El}rUl(r) =0 (113)

Ou E;: parametre d’énergie.

V(r): Le composant sphérique du potentiel dans la sphere.

15

—
| —



Chapitre 11 La méthode des ondes planes augmentées linéarisées (FP-LAPW)

Les fonctions radiales sont définies par 1’équation précédente, sont orthogonales a tout état
propre du cceur, mais cette orthogonalité disparait sur la limite de la sphere [3]. Comme le
montre 1'équation suivante:

d?ru,; d?ru,
U, - U;
dr? dr?

(E; — EDrUL U, = (114)

U;et U,: sont les solutions radiales pour ces énergies E; et E,respectivement.

Dans cette méthode, Slater a fait un choix particulier pour les fonctions d’ondes, il montre que
les ondes planes sont les solutions de I’équation de Schrodinger dans un potentiel constant.
Tandis que, les fonctions radiales sont la solution dans le cas du potentiel sphérique. Donc, il

prouve que Ejest égale a la valeur propreE .

Cette approximation est trés bonne pour les matériaux a structure cubique a faces centrées, et

de moins en moins satisfaisante avec la diminution de symétrie du matériau.

Pour assurer la continuit¢é de la fonction ¢(r) a la surface de la sphére MT, les
Amcoefficients doivent étre développés en fonction des coefficients C;des ondes planes
existantes dans les régions interstitielles. Ainsi, apreés quelques calculs algébriques [4], nous

trouvons que :

4qrit

Am =—F——
QZUl(rl) G

Coli(IK + Glro) Y (K + G) (I15)

J;: La fonction de Bessel.

Ou l’origine est prise au centre de la sphére et r, est son rayon, Ainsi lesA;, sont
complétement déterminés par les coefficients des ondes planes, et le paramétre d’énergie

E;sont des coefficients variationales dans la méthode (APW).

Les fonctions d’ondes se comportent comme des ondes planes dans la région interstitielle, et
elles augmentent dans la région de cceur et se comportent comme des fonctions radiales. Pour
I’énergieE;. Les fonctions APWs sont des solutions de 1’équation de Schrodinger, avec E; es
¢gale a la bande d’énergie indicée par G. ceci signifiait que les bandes d’énergie ne peuvent
pas obtenues par une simple diagonalisation, et ceci implique de traiter le déterminant

séculaire comme une fonction de I’énergie.

La fonction qui apparait dans I’équation (IL.4) est dépendante de, et peut devenir nulle a la
surface de la sphére MT, cela conduit a la séparation entre les fonctions radiales et les ondes

planes. Pour résoudre ce probléme, plusieurs modifications ont étés apportés sur la méthode
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APW. Parmi ces derniéres, on cite le travail d’Anderson [5], ainsi que celui de Koelling [6].
La modification consiste a représenter la fonction d'onde ¢(r) a I’intérieur de la sphére par une

combinaison linéaire des fonctions radialesU; (r)de leurs dérivéesU, (1) par rapport a I’énergie.
I1.3. La méthode des ondes planes augmentées linéarisées (FP-LAPW):

I1.3.1. Principe de l1a méthode LAPW:

Les fonctions de base a I’intérieur de la sphére sont des combinaisons linéaires des
fonctions radiales U;(r)Yy,(r)et leurs dérivés U,(r)Yy,(r)par rapport & 1’énergie. Les
fonctions sont définies comme dans la méthode (APW) et la fonction doit satisfaire la

condition suivante :

(- L+ 8D 4y - B rio) = 10,0 (IL6)

dr? r2

La fonction d’onde s’écrit comme suite :

\/%Z C, el (G+T r>1 (D)

P(r) = G (I17)
D [ U +Bunly () Yem (1) 7 < 7o(MT)
lm

Ou:
A :sont des coefficients correspondant a la fonction U,.
B,,,,: sont des coefficients correspondant a la fonctionU,.

Les fonctions (FP-LAPW) sont des ondes planes uniquement dans les zones interstitielles
comme dans la méthode APW. Les fonctions radiales peuvent étre développées au voisinage

de E; [4] comme suit :
U(E,7) = Uy(E,7) + (E — EDU(E;, 7) + O((E — E)?) (118)
ol :0((E — E;)?) représente I’erreur quadratique énergétique.

Avec cette procédure la précision est moins bonne que celle de la méthode APW. Les erreurs
introduites dans le calcul de la fonction d’onde et de I’énergie, sont de I’ordre(E — E;)?,(E —
E;))* respectivement. Les fonctions LAPW forment une bonne base qui permet, avec un
seulE;, d’obtenir toutes les bandes de valence dans une grande région d’énergie. Lorsque cela
n’est pas possible, on peut généralement diviser en deux parties la fenétre énergétique, ce qui

est une grande simplification par rapport a la méthode APW. En général, siU, est égale a zéro
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a la surface de la sphére, sa dérivéeU, sera différente de zéro. Par conséquent, le probléme de

la continuité a la surface de la sphére MT ne se posera pas dans la méthode LAPW.

I1.4. Les roles des énergies de linéarisation E;:

Les fonctionsU,et U;sont orthogonales & n’importe quel état de ceeur strictement limité a
la sphere MT. Mais cette condition n’est satisfaite que dans le cas ou il n’y a pas d’états de
ceeur avec le méme 1, et par conséquent, on prend le risque de confondre les états de semi-
cceur avec les états de valence. Ce probléme n’est pas traité par la méthode APW, alors que la
non orthogonalité de quelques états de cceur dans la méthode FP-LAPW exige un choix délicat
deE;. Dans ce cas, on ne peut pas effectuer le calcul sans modifierE;. La solution idéale dans
de tels cas est d’utiliser un développement en orbitales locales. Cependant, cette option n’est
pas disponible dans tous les programmes, et dans ce cas, on doit choisir un rayon de la sphére
le plus grand possible. Finalement, il faut remarquer que les divers E;devraient étre définis
indépendamment les uns des autres. Les bandes d’énergie ont des orbitales différentes. Pour
un calcul précis de la structure é€lectronique, E;doit étre choisi le plus proche possible de

I’énergie de la bande si la bande a le méme /.
I1.5. Construction des fonctions radiales:

Les fonctions de base de la méthode FP-LAPW sont des ondes planes dans la zone
interstitielle. Elles sont développées sous la forme de fonctions radiales numériques a
I’intérieur des sphéres MT a condition que les fonctions de base et leurs dérivées soient
continues a la surface de la sphére MT. Ainsi la construction des fonctions de base de la

méthode FP-LAPW revient a déterminer :
- Les fonctions radialesU, (r) et leurs dérivées par rapport a I’énergieU, (r).

- Les coefficients s A, et By, qui satisfont aux conditions aux limites.

Les conditions aux limites fournissent un moyen simple pour la détermination du cut-off du
moment angulaire l,,,,, et pour la représentation du cut-off G,,,, des ondes planes dans la
sphere de MT pour un rayon R,. Une stratégie raisonnable consiste a choisir ces cut-off, tels
que RsGrax = Lmax » €€ qui est réalisé en pratique puisque la convergence des calculs de FP-

LAPW est assurée pour RsG,y,q, cOmpris entre 7 et 9.
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On note aussi qu’il y a deux types de fonctions radiales : les fonctions radiales non relativistes

et les fonctions radiales relativistes.
I1.5.1Les fonctions radiales non relativistes:
Dans le cas non relativiste, les fonctions radiales U;(r) sont des solutions de 1’équation de

Schrédinger avec un potentiel sphérique et une énergie fixe E;.

(- L+ v - B} ru ) = 0 (IL9)

ez T e
ou V(r) : est la composante sphérique du potentiel dans la sphére MT.

La dérivée par rapport a I’énergie E; donne 1’équation différentielle suivante :

d> 1(1+1) )
T3 = +V(r)—E ;rU(r) =rU,(r) (1110)
Les solutions radiales doivent étre normalisées dans la sphére MT.
To
f[rUl(r)]zdr =1 (1111)
0

U,est une solution homogéne de 1’équation inhomogéne(I 111) de la forme:
hUl - EUl = Ul
En utilisant la condition de normalisation (Eq (I 111)), il apparait immédiatement que la

fonction U, (r) et sa dérivée U, (r) sont orthogonales :

To

f r2U,("U,(r)dr =0 (1112)
0

La fonction U;(r) est normalisée :
To

N, = f [ri,(")] dr =1 (1113)
0

Cette condition de normalisation dans la méthode FP-LAPW peut étre remplacée par

I’équation suivante :
3 [Ui(ROUI(RS) = Uy(RIU(RY)] = 1 (1114)

Avec
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U/(E,1) = (—aUl;f' T)>
U(E,7) = (—aUla(? T)>

Cette équation sert a déterminer numériquement les fonctionsU;(r) et U;(r). Avec cette
normalisation on peut développer U;(r) sous la forme :

U,(E +8) = U(E) + 8U,(E) + - (1115)

Avec ce choix, la norme de U, (r, soit (||U,(r) ||)), indique ’ordre de la grandeur de I’énergie

E;. En particulier, selon Anderson [7] les erreurs sur I’énergie de linéarisation sont acceptables

quand :
lullE - El <1

Si un tel choix n’est pas possible, plusieurs options sont disponibles :
1- On divise les rangs d’énergie dans les fenétres, et chacune de ces fenétres est traitée
séparément.
2- On utilise un développement sous la forme d’orbitales locales (ceci est effectivement la
méthode quadratique).
3- On réduit la taille de la sphéere, donc, on réduit la norme de la dérivée.
Les deux premiéres options sont les plus utiliséeU, (r).
I1.5.2.Les fonctions radiales relativistes:

Dans le cas des ¢léments lourds qui ont un nombre atomique élevé, on tient compte de
I’effet relativiste.
Les effets relativistes concernent seulement les fonctions radiales dans les sphéres MT. Pour
introduire cet effet, il faut remplacer les équations (II-9) et (II-10) par les équations de Dirac et
leurs dérivées par rapport a I’énergie. Dans le but de résoudre ces équations, Koelling et
Harman [8] trouvaient une technique qui néglige I’effet spin-orbit (Roskey [9], Wood et
Boring [10] Tekeda [11], Macdonald et al [12]).
L’Hamiltonien de Dirac pour une seule particule est donné par :
Hp = Cap + (B— 1)mc? + V(r) (1117)
ou C; est la vitesse de la lumiére, p est I’impulsion, V(r) est la partie sphérique du potentiel,
m est la masse de 1’¢lectron et les deux matrices « et 8 sont données par :

S S
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Si ¥sont les vecteurs propres de Hp, ils s’écrivent a I’aide des deux fonctions ¢ et X':
_[9
v=| x] (1119)

gest appelé la grande composante de la fonction d’onde et y la petite. L’équation de

Schrédinger conduit a :

c(op)X =(e—=V)¢ (1120)
c(op)g = (e =V + 2mc?)X (1121
A partir de ces deux équations, il vient

1 e—Vy "
—op)(1+5—) (oPb+Ve=cd (1122)

En utilisant I’approximation

<1+8_V)_1 - 1123
2mc?2) 2mc? ( )
Avec
pV = Vp — ihVV (1124)
(6VV)(op) = (6Vp) + ia[V,p] (1125)
On obtient 1’équation différentielle vérifiée par ©@
h? h?

(125 2 V1§ — 2 (WVV) + o ([, pld) = £ (1126
Dans le cas ou le potentiel possede une symétrie sphérique, I’équation devient :
p? p* W2 oav 8 1 1dv
[%+V_8m3cz _8m30255+2m202;5(l' S)] (I 127)

Les deux premiers termes correspondent a I’équation de Schrodinger non relativiste, les deux
derniers proviennent respectivement de la correction de masse et de Darwin. Quant au dernier
terme, il correspond au couplage spin-orbite. A cause de ce dernier terme, ¥ n’est plus une
fonction propre du moment de spin.

La solution de I’équation de Dirac a I’intérieur de la sphére MT devient :

) xkp

Yew = 1128

ku [—ifkﬁrxkul ( )
et les fonctionsfy etg, vérifient les équations radiales suivantes :
dfk k-1
= fi= <~ Byg + () (1129)
d , k+1
%Egkz—( )gk + 2Mcfy (I'130)
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ou
M= m+—(E V) (1131)

k: le nombre quantique relativiste.
Xy représente les deux composantes spin-orbite.
m et ¢, la masse et la vitesse de la lumiére.

Le traitement des deux équations couplées (I11.29) et (I1.30) donne :

-1 .2, ld+1) - k+1 .,
(ZM)[gk G — —— G|~ V/gi/ M + Vg, - =V g /AM*? = Eg, (1132)

Le dernier terme qui représente le couplage spin-orbite et qui dépend de la valeur de k (k=I ou
k=-(1+1)) est négligeable dans un premier temps et sera pris en compte par la suite.
Pour résoudre ces équations pour un potentiel sphérique on utilise une technique présentée par

Koelling et Harmon, Takeda, Macdonald et al [ 13].Dans cette technique on utilise une nouvelle

fonction :
1) ! 1133
TR (1133)
Qui donne, compte tenu de 1’équation (11.30):
1
fu = O + —— (k + 1)gx (1134)

2Mcr

A partir de ’équation (I1.34), on négligeant le dernier terme et en remplagant g, par sa valeur,

on obtient I’expression :

2 ll(l+1)+ ar
l

2,
2 rwl 2M

Dans la quelle on a remplacé I’indice k par 1. Les équations (I1.33) et (I.34) forment un
systéme d’équations couplées. On peut le résoudre de la méme facon que pour 1’équation

radiale standard de Dirac. L’équation (I1.28) devient :

{3 91Xy
v, gH: _ (k+ 1) (1135)
N 'y —i <—@1 + e 9t (o
et I’équation (IL1.35) écrite avec les nombres quantiques Im :
g1y lmxs
Vs =1 1 1 (1136)
N s ( g1+ -9 L) YimXs
ouX est lopérateur de spin  non  relativiste  (spin-haut, spin-bas).

Pour faciliter la résolution des équations séculaires relativistes (I11.34) (I1.35) Louks [14]

définit les fonctions suivantes :
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b =14
{Qz _ rCo, (1L37)
Qui donne:
. 1
Py = 2MQ, +op (1138)
' 1 1(1+1)
Q=20+ |55+ (V= B)|p, (1139)

Ces ¢équations peuvent étre résolues numériquement de la méme fagon que pour

I’équation de Schrodinger non relativiste a I’aide de la condition aux limites suivantes :

Lo 1
rS P 2270

(MA+ 1D +1-(22/C)*1V? -1 (1140)

Le terme de spin-orbite (M:_zcz)(kH)P est alors ajouté a 1’équation (I1.39). La dérivée par

rapport a I’énergie conduit a des équations semblables a celles du cas non relativiste, soit :
. : . 1.
P/ =2(MQ, + MQ,) +=P (1141)

. 1 [il+1)

B I(L+ 1M
Ql - T'Ql 2 M2

2M?2r2

+ (V- El)l P, — [ + 1] P, (1142)

Les composantes g; et f;peuvent étre déterminées en utilisant les définitions de P;, Q; et @;.
Les deux composantes sont utilisées dans la construction de la densit¢ de charge ou
I’évaluation des ¢léments de matrice (pour les composantes non sphériques de 1’Hamiltonien,
par exemple). Ainsi la quantité Ufest remplacée dans 1’équation (I.11) de normalisation par le
termeg? + f2.

I1.6. Résolution de I’équation de Poisson:

Dans I’équation de Kohn et Sham. le potentiel utilisé contient le potentiel d'échange
corrélation et le potentiel de Coulomb (une somme du potentiel de Hartree et le potentiel
nucléaire).

A I’aide de I’équation de Poisson. On peut déterminer le potentiel coulombien.

On a:

V2V.(r) = 4mp(r) (1143)
On peut résoudre cette équation dans le réseau réciproque. Pour faire cela Hamenn [15] et
Weinert [16] ont proposé une méthode de résolution dite" pseudo-charge", elle est
essentiellement basée sur les deux observations suivantes.

1- la densité¢ de charge est continuée et vari¢ lentement dans les régions interstitielles. Par

contre, elle varié rapidement dans la région de cceur.
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2- Le potentiel coulombien dans la région interstitielle ne dépend pas seulement des charges
dans cette région, mais aussi, des charges dans la région de cceur.

La densité de charge est décrite par une série de Fourrier dans la région interstitielle comme

suit:
p() =) p(Gre®T (1144)
G
Et les ondes planese'®” sont calculées & partir de la fonction de Bessel J;.
Rl+3jl(Gr) G + 0
Jy r*F Grydr =4, o (IL45)
?O-I,O G=0
€67 = dmel®re )" 1y (G117 = 1a)¥i (6) Vi = 72) (1146)

Im

Ou r est la coordonnée radiale, 7, la position de la sphere a etR, son rayon.

Vow = D VEY (10im(r) = D VY (1K) (1147)
Im %4

Ou :Vpy:Le potentiel interstitiel.

Soit

K1) = ) Com Vi @) (1148)

lm
Donc
Vew (1) = z Cim Tym (1) (1149)
lm

On détermine le potentiel a I’intérieur de la sphere MT par ['utilisation de la fonction de

Green.

,

rqt 4m 1 ;142 :
@) =V @[] +5 +1{r,ﬂ [ a0
0

R Rr
’ ’ I rl ’ 2
+ 7t f drr1p,(r") — W,’ drr™2p,(r")} (1150)
0 0

Ou,p, (") : sont les parties radiales de la densité de charge.
I1.7.Amélioration de la méthode (FP-LAPW) :

Le but de la méthode FP-LAPW est d’obtenir des énergies de bande précises au
voisinage des énergies de linéarisationE;. Dans la plupart des matériaux, il suffit de choisir les

énergies E;au voisinage du centre des bandes. Cependant, ce n’est pas toujours possible et il
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existe de nombreux matériaux pour lesquels le choix d’une seule valeur de Ejn’est pas
suffisant pour calculer toutes les bandes d’énergie: par exemple, les matériaux avec des
orbitales 4f [17,18] et les ¢léments des métaux de transition [19-20]. C’est le probléme
fondamental de I’état de semi-cceur qui est un état intermédiaire entre 1’état de valence et 1’état
de cceur.
Il existe deux moyens pour traiter cette situation :
- L’usage des fenétres d’énergie multiple
- L’utilisation d’un développement en orbitales locales

I1.7.1. Les fenétres d’énergie multiple:

La technique la plus utilisée pour traiter le probléme du semi-cceur est celle qui consiste
a diviser le spectre énergétique en fenétre dont chacune correspond a une énergie E; cette
procédure de traitement est illustrée dans la figure (I1.2).
Dans ce traitement par le moyen de fenétres, une séparation est faite entre 1’état de valence et
celui de semi-cceur ou un ensemble de E; est choisi pour chaque fenétre pour traiter les états
correspondants. Ceci revient a effectuer deux calculs par la méthode LAPW, indépendants,
mais toujours avec le méme potentiel.
La méthode FP-LAPW est basée sur le fait que les fonctions U; et U, sont
orthogonales a n’importe quel état propre du ceeur et, en particulier, a ceux situés a la surface
de la sphére. Cependant, les ¢états de semi-coeur satisfont souvent a cette
condition, sauf's’il y a la présence de bandes « fantdomes » entre 1’état de semi-cceur et celui de

valence.
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Valence

E, semi-ceeur

2 fenétres 1 fenétre

Fig. (I1.2): les fenétres d’énergie multiple
I1.7.2. Développement en orbital local:

Dans cette technique, on traite tous les états énergétiques avec une seule fenétre
d’énergie. Tekeda[21], Perta [22], smrka [23], Shaughnessy [24] et Singh [25] proposent une
combinaison linéaire de deux fonctions radiales. Les dérivés de ces fonctions par rapport a
I’énergie sont égaux, mais les énergies de linéarisation correspondantes sont différentes. La

fonction propre a la forme suivante :

Oum = [AmUi(1, Ev) 4 BinUi(7, Evy) + ConUi (7, Ep) | Yim () (1151)
OuC,,, : sont ses coefficients possédant la méme nature de coefficients A, et By,.
I1.8.Traitement des effets de spin-orbite:

Le terme de spin-orbite (négligé dans [’approximation relativiste) est important
pour le calcul de la structure de bandes et des propriétés électroniques des matériaux qui
contiennent des ¢léments lourds ou les substances magnétiques.
Les ¢léments de la matrice de spin-orbite a [D’intérieur d’une sphére peuvent Etre

calculés, a priori, comme suit :
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(0F|H198) = D (i (VA1 () (UG |Ho |2, )
Iml'm'

+ Bin(6) A () (UG 2|0,

+ A (G) By (G <U{in H*° U{f’,'nr> (1151)

+ Bin(6)By (6 (U | |07, )
Avec

' ' * 1 1d

<Uﬁn H*° Ul‘f’mr>47wu (X}, 0. LY Xy [ dr Ple’(%)z;d—: (I1.52)
Ou Pest la partie la plus importante de la fonction radialeU; et V la partie sphérique du
potentiel.
I1.9 Le code Fleur:

Développer essentiellement a Juelich [26] par le groupe de Stefan Bliigel et Gustav
Bilhmayer, le code Fleur est un implémentation de la méthode FLAPW mais en s'intéressant
au systeme de dimension réduit surface et chaine par exemple. Dans notre cas on a étudi€ les
couches minces, Fleur est plus performant car il ajoute aux deux régions

(interstitielle+Muffin-tin) une région de vide ou la fonction d'onde décroit exponentiellement.
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