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Résumé

Dans ce travail, nous présentons une nouvelle méthode inspirée de la méthode des on-
delettes mobiles (1990), pour chercher des nouvelles solutions exactes sous forme auto sim-
ilaire générale pour des équations aux dérivées partielles non linéaires d’évolution, ces solu-
tions qu’on a appelé "traveling profiles solutions".

En particulier on a trouvé de nouvelles solutions qu’on connait pas auparavant, pour
I’équation de diffusion non-linéaire, qui appelée également "porous medium equation". Nous
avons démontré aussi l’existence de ce type de solutions et leurs unicité sous certaines

conditions. En particulier des solutions faibles continues et bornées.

Mots clés : Equation de diffusion non-linéaire, Méthode des profils mobiles, Solution

auto similaire.
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Introduction

Les équations de réaction diffusion sont liées & plusieurs phénomeénes physiques et chim-
iques, telles que la propagation d’épidémie par exemple, I’équation de diffusion non-linéaire
appartient & cette classe d’équations aux dérivées partielles qui modélise de nombreux
phénomeénes, on peut citer en particulier: la filtration d’un gaz & travers un milieu poreux,
la dynamique des populations, 1’hydrologie, etc..(cf [22], [23], [25], I’équation de diffusion
non-linéaire s’écrit :

ou

E:A(um), oum >0

Mathématiquement, elle peut étre classée comme équation aux dérivées partielles de second
ordre de type parabolique, (Basak et Murty, 1977, 1978 [6, 7]; Nakano, 1979, 1980 [29, 30]) .
Ces derniers temps, il a été constaté récemment un regain d’intérét dans ’étude de I’existence
et le comportement des solutions exactes (V azquez, J.L [31], Sachdev [28]. A ce jour,
au moins quatre solutions en fonction du temps ont été découvertes, en est généralement
attribuée a Zel’dovich et Kompaneets (1950 [33]) et a Pattle (1959 [24]), et les autres a
Barenblatt (1953 [10]). Barenblatt et Zel’dovich (1957 [13]) et Kalashinikov (1967 [22]),
respectivement.

Pour la recherche de solutions exactes pour une équation aux dérivées partielles non linéaires,
il existe plusieurs formes de solutions particuliéres qui sont proposées, on peut citer les deux
formes suivantes :

1. Solutions de la forme "Travelling-wave" (voir par exemple [4, 10]) :

Le principe de cette méthode est de rechercher une solution sous la forme :

u(z,t)=fm), n=z-X
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dans ce type de solutions, on cherche le profil f et la vitesse .
Le premier qui a étudié ce type de solutions des équation aux dérivées partielles c’était
Kolmogorov en 1937 [23].

2. Solutions auto-similaires : proposées par Barenblatt (voir [9,10,11,12,13]), elle pren-
nent les formes suivantes :

a) Forme dite "very singular solution" de type :

e =1 (3

b) Solution de type "blow-up" :

u(z, t) = (T —t)" f (W)

dans les deux cas, le profil f est inconnu et «, 3, sont des exposants & déterminer.
Gilding et Peletier [18,19,20] , ont prouvé en détail I'existence de trois types de solutions

auto similaires :

w (w,t) = (E+7)f0), n=a(t+7) 7D hour >0
up (w,t) = (r—=0%fo(n), n=x(r—t) 20FODS o r s T

1
ug (z,t) = e fa(n), n=zexp {—ia (m—1)(t+ 7‘)} , pour tout T

Barenblatt a ensuite dans [10] et [12], discuté les solutions sous cette forme auto-similaire,

pour > 0 et m = 2. Plus tard, plusieurs auteurs ont étudié cette équation, pour un

certain nombre de valeurs de «, des solutions explicites ont été trouvées [7, 9,22, 24, 33].
Dans ce travail, nous présentons une nouvelle approche pour trouver des solutions exactes

pour I’équation de diffusion non linéaire sous la forme auto similaire générale suivante :
r—0b(t)
a(t)

ou f est le "profil de base" et c(t), a(t), b(t) sont des fonctions dépendant du temps ¢, a

u(z,t) =c(t) f(n), n=

déterminer.

L’approche qu’on va présenter ici sera appelée "Traveling profil method" [15], elle est
inspirée de la méthode dite "Ondelette mobile" qui a été proposée par Basdevant en 1990

8], dont l'objectif est de chercher des solutions approchées.
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Notre approche permet d’obtenir des solutions exactes pour certaines classes d’équations
aux dérivées partielles non linéaires, en les transformant en équations différentielles non
linéaires dont on a démontré également ’existence et 'unicité de telles solutions.

Dans le premier chapitre, on présente le principe d’auto similarité pour des équations
non linéaires, on présente en particulier les solutions de I’équation de diffusion non-linéaire,
découvertes par Barenblatt [9], Zel’dovich et Kompaneec (1950 [33]), Pattle (1959 [24]), et
Kalashinikov (1967 [22]), respectivement.

Dans le second chapitre, nous présentons la nouvelle approche pour trouver des solu-
tions exactes des équations aux dérivées partielles sous forme d’auto similarité générale, en
appliquant la méthode dite "profils mobiles" qui été inspirée de la technique des ondelettes
mobiles. Cette méthode a fait ’objet d’une publication dans "International Journal of Non-
linear Science" [15], une premiére application intéressante de cette méthode a concerné la
classe d’équation de diffusion non-linéaire appelée aussi "Equation de la chaleur avec une
loi de puissance non linéaire" qui a été réalisée, dans le cas unidimensionnel. Ce travail a
été accepté pour étre publié dans "Journal of Advanced Research in Applied Mathematics"
1] .

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions les solutions obtenues dans le chapitre précé-
dent mais avec certaines conditions au bord, nous discutons ’existence et 'unicité du profil
de base de cette solution, on trouve également des solutions exactes particuliéres.

Les résultats obtenus ont été soumis a la revue "Mathematical Research Letter" pour
leur eventuelle publication.

Le quatriéme chapitre, nous présentons la généralisation de la méthode du "profils mo-

biles" c’est a dire a n dimensions, et nous appliquons a ’équation de diffusion non-linéaire.



Chapitre 1

Les équations de réaction-diffusion

non-linéaires

Introduction

Les équations de réaction-diffusion s’écrivent sous la forme :
u = Au+ F (u), (1.1)

ot u(x,t) est une fonction des variables d’espace (x € R"), et de temps (f > 0) et A désigne
Iopérateur de Laplace, F' est une fonction non linéaire.
Elles ont été introduites a la fin des années 30 dans des travaux de Fisher (1937) [16] et
Kolmogorov, Petrovsky et Piskunov (1937) [23], pour des modeles de génétique des popula-
tions. Les non-linéarités F' considérées alors étaient du type F'(u) = u(1 —u) (loi logistique)
ou ses extensions (ex. : F(u) = u(1 — u?)).

Ces équations, avec de telles non-linéarités, se retrouvent également en écologie et en
combustion.

En absence de la réaction, on obtient d’autre modeéles qui s’écrivent sous la forme :

u = A (¢ (u)) (1.2)

ol ¢ est une fonction non linéaire tel que ¢ (0) = 0, appelés "modeles de diffusion non-

linéaires".
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En constatant I'intérét donné a ces modeéles et notamment leurs applications dans divers
domaines scientifiques, compte tenu de I'importance de ce type de modéles, nous allons
concentrer notre travail sur ce type de modeles.

Nous nous intéressons dans cette thése aux modeles de diffusion non-linéaire (1.2) pour
¢ (u) = u™ qui s’écrivent dans le cas unidimensionnel sous la forme :

2
% = % (u™) (1.3)

qui s’écrivent aussi sous la forme :

oum > 1.

1.1 L’équation de diffusion non-linéaire

Rappelons tout d’abord quelques résultats dans le cas n dimensions [31].

Considérons 1’équation de diffusion non-linéaire sous la forme :

ou m
i (x,t) = A (™ (z,1)), (1.5)

ot u (x,t) est une fonction des variables d’espace (z € R"), et de temps (t > 0) et (m > 1),

A (u™(x,t)) = Z %ﬁf’t)) (ou A désigne l'opérateur de Laplace).
j=1

Propriétés de I’équation de diffusion non-linéaire :

Translations :

L’équation de la chaleur et I’équation de diffusion non-linéaire, sont invariantes par le
déplacement de ’axe des coordonnées.
Ainsi, si u(x,t) est une solution de ’équation de diffusion non-linéaire définie dans un

domaine @ = (R™ x [0, 4+0c[), puis pour chaque h € R" et 7 € R la fonction :

u(y,s) =u(y—h,s —7)
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est aussi une solution définie dans le domaine

Q=Q+ (h,7)={(x+ht+7);(x,t) Q).

L’espace symétrie :
L’équation de diffusion non-linéaire est invariante par la symétrie par rapport a I’espace
des coordonnées hyperplan.

Ainsi, si u(z,t) est une solution dans un domaine @, la fonction :

a(y7t) =u <_y17y27 "'7yd7t)

I’est également.

Echelle :
L’équation de diffusion non-linéaire est invariante sous un groupe de transformation
généralement connu comme sous le nom "sous groupe d’échelle".

En effet, si u(z,t) est une solution de I’équation de diffusion non-linéaire, la fonction :
u(y,t) = Ku(Ly,Tt)
est aussi une solution si les trois parameétres réels K, L, T > 0 sont liés par la relation :
K™ 1?2 =T.

Nous obtenons de cette fagcon une famille & deux parameétres des solutions transformées.

Conservation de la masse :
Soit u(z,t) une solution classique du probléme de Cauchy pour 1’équation de diffusion
non-linéaire, nous pouvons multiplier ’équation par une fonction test p(z) et intégrer, on

trouve que :

u(x.t) p(z)dr = A (u™) @ (x)dr = / (u™) Apdz.

si u est intégrable dans l’espace et tend vers zéro a l'infini, alors nous pouvons laisser

/n w(@d) de = / u (2.0) da,

qui s’appelle la conservation de la masse pour ’équation de diffusion non-linéaire.

@ — 1, et obtenir la limite :
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1.2 Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

Dans cette section, nous étudions une solution particuliére de ’équation de diffusion non-
linéaire. Nous étudions certaines propriétés de la solution dite "Solution de Barenblatt"

détaillé dans les travaux de V “azquez [31].

Définition 1.2.1 Soit @ C (0,00) X R™ un ouvert. Pour m > 1, on définit [’espace

Czlj(m)(Q) = {u 1@ — [0,00) ‘ u, O, D™ € C(Q)}

Une solution classique de l’équation de diffusion mnon-linéaire (1.5) sur Q est une fonction

u € Cy ) (Q) qui satisfait (1.5) pour tout (t,x) € Q.

L’invariance d’échelle :

Pour obtenir une solution explicite de I’équation de diffusion non-linéaire, nous voulons
utiliser la notion des solutions auto-similaires.
Supposons que u est une solution classique de ’équation de diffusion non-linéaire dans
(0,00) x R™. Si m > 1. Nous définissons une famille (uy)y>o d’invariance d’échelle de u

donnée par :
uy (t,2) = A\u (At, Nz)
en cherchant les valeurs constantes de a et 3 pour les quelles u, est une solution classique

de I’équation de diffusion non-linéaire pour tout A > 0.

On remplace u dans I’équation de diffusion non-linéaire, on a alors :

B (w.t) = A2 (A, M)

A (um (z.2)) = AN"2ON (um (M, M)

donc
du m a+1 u B am+20 m B
i (xt) = A (u™ (xt)) = A i (A, M z) — A A (u™ (A, Nz))
ArH (% (At, M) — AA=DF2B2A (M, A%)))

pour (t,z) € (0,00) x R™. Cela veut dire que si u est solution de 1’équation de diffusion
non-linéaire dans (0,00) x R", alors u, est aussi une solution de I’équation de diffusion
non-linéaire si o (m — 1) +25 — 1 = 0.

Nous avons démontré ainsi la proposition suivante :
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Proposition 1.2.1 (L’nvariance d’échelle de l’équation de diffusion non-linéaire).
Soit u une solution classique de I’équation de diffusion non-linéaire dans (0,00) x R™.

St a, B > 0 sont des constantes satisfaisants :
a(m—1)+2-1=0,
et si pour A > 0, on définit :
uy (t, ) = \"u ()\t, )\’Bx) ,
Alors uy, est une solution classique de [’équation de diffusion non-linéaire dans (0,00) x R™.

Calcul de la solution de Barenblatt [31] :

On donne maintenant le calcul de la solution u dite "solution de Barenblatt" de I’équation
de diffusion non-linéaire dans (0, 00) X R", qui est invariante par échelle d’aprés la proposition
précédente.

Pour (¢, z) fixé, nous cherchons la solution pour A = %, on a donc la forme :
u(z.t) =t (1.t Pz) =t (t ’2)

ot v : R — R est donnée par v(z) = u(1,x).
On remplace u dans 1’équation de diffusion non-linéaire (1.5), on déduit :

ou

5 AW = —at o (tPr) + 0V (t02) . (=Bt P ) — At (¢ P))
= ot (—ow (t”gw) — Vo (t”Ba:) . (575’595)) — Tom=28 (Avm (t’/’)a:))
= ¢t (—ow (t_ﬁx) — Vo (t_ﬁx) . (ﬁt_ﬁx) — ¢ (am=1)+28-1) A qgym (t_ﬁx)) )
puisque
am—1)+28=1,
nous avons :
% — A ™) =t (—aw (tP2) = Vo (t ). (Bt Pz) — Ko™ (tP2)) (1.6)

Nous multiplions (1.6) par t**! et utilisons le fait que u est une solution de I'¢quation de

diffusion non-linéaire dans (0, 00) x R™ on obtient :

A ™) (tPz) + Vo (t7P2) . (Bt 2) + av (tPz) =0
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notons y = t Pz la nouvelle variable, alors :

A (™) (y) + By.Vo (y) +av(y) =0 (1.7)

Jusqu’a présent, nous avons réduit le probléme de recherche d’une solution de I’équation
de diffusion non-linéaire (qui dépend du temps et de ’espace) & un probléme de recherche
d’une solution d’une équation qui ne contient que la variable d’espace. Par conséquent, nous

essayons de trouver une solution radiale pour (1.7) et régler
v(y) = w(ly]) pour w:R — R.

Soit y # 0, nous obtenons

Vo (y) .y = w’<|y|>f;—|.y — w'(ly]) |yl (1.8)

Rappelons la formule donnant le Laplacien d’une fonction radiale dans R™ :

Pour tout ¢ € C°(R%), on a:

A, 6 () = 6" () + “=t

‘ RV,
m ¢ (lyl), y e

ainsi
n J—

A ™) (y) = (™) (ly]) + ,Tf (w™) (|y]) (1.9)

par la représentation du Laplacien en coordonnées polaires. Soit r = |y|. Insérer (1.8) et

(1.9) dans (1.7), nous avons :

" n — 1
(w™) +

(W™ + Bruw’ + aw = 0. (1.10)

Supposons que o = n/3 ; multipliant les deux membres de 1’égalité ci-dessus par 7"~ !, on

met 1’égalité ci-dessus sous la forme :

(7’"’1 (wm)> + (Br'w) =0, r > 0.
on en déduit que :

L (w™) + Briw = Const, r > 0.

et en supposant que w(r) = 0 pour tout y € R™ tel que |y| soit assez grand, on trouve que
la constante d’intégration ci-dessus est nulle.

L’équation différentielle devient ainsi :

(w™) 4 Brw = 0, pour tout > 0, avec lim w(r) =0 (1.11)

r——+00
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Il est facile de résoudre cette équation différentielle. Nous obtenons :

e = @) = (@)
_ M e )

m 1y
= w ()

’

Si w > 0 nous pouvons diviser par w pour obtenir :

(wm_l), = —mT; 167‘

et puisque les conditions sur le co6té droit ne dépendent pas de w nous pouvons résoudre

pour w1 :

-1 m—1 2
mt =0 - . 1.12
w L, (112)

ou C' est une constante obtenue & partir de l'intégration. En définition 1.2.1 nous avons

u > 0. Ainsi, w > 0. On prend la partie positive des deux cotés de (1,12). Nous obtenons :

w(r):(C—mT_nlﬁr2)ﬂH, r >0, (1.13)

ou C est une constante positive quelconque.

on trouve que la fonction :
1

TR CRC= T (114

+

est solution de 1’équation :
A (™) (y) + By.Vo (y) + av (y) = 0. sur R™\ {0} .
Comme la fonction w ci-dessus est clairement de classe C* au voisinage de y = 0, 'EDP :

A (™) (y) + By.Vu (y) +av(y) =0,

est valable au sens des distributions sur R".

Enfin, pour (¢,z) € (0,00) x R™ la solution u(t, x) est donnée par :

u(t,z) = t% (tPz) =t "w (|t "z|)

1 1 | ’2 +\ m-1
m — X
- t_a ((C— W t2_6) ) . (115)

10
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Dans le calcul de u, on obtient les conditions :
am—1)+28=1 et «a=np,

c’est-a-dire :
n 1
a1 T rvamon)

Les formules (1.15) et (1.16) sont la solution de Barenblatt de I’équation de diffusion non-

(1.16)

linéaire (1.5). On résume Panalyse faite ci-dessus dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.1 [31] (Solution de Barenblatt). Soient C' > 0 une constante et :

n 1

CY:2—|—n(m—1)’ 6:2+n(m—1)'

La solution de Barenblatt de I’équation de diffusion non-linéaire (1.5) définie par :
Unc(t,z) : (0,00) x R" - R

s’éerit comme :

1

1 m—1_lz*\""

Um7c(t,$) = t_O‘ (C - W tQ_ﬁ) .
+

Proposition 1.2.2 (L’nvariance d’échelle). Soit :

n 1

“Zaram-1n ¢ P avamon

Alors pour tout (t,x) € (0,00) x R" et X\ > 0 nous avons :
Un,c(t,2) = A Up.c(At, NVa).

Preuve. Pour tout (¢,z) € (0,00) x R* et A > 0. On a :

_1
1 m—1 |z?\""
Uncl(t,z) = ﬁ(C_W t2_5>

+
1

S m—1 })\5$|2 m
) (C_ 2m B(/\t)2,3>

+
= NUnc(Mt, V).

Ensuite, nous prouvons une propriété importante de la solution de Barenblatt de I’équation

de diffusion non-linéaire.

11
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Théoréme 1.2.2 (Vitesse de propagation finie).

Pourt > 0 le support de Uy, o(t,.) est borné. Plus précisément, nous avons :
suppUn,c(t,.) = B(0,7mc (1)),
ol T (t) est définie par :
2Cm
Tm.c (t) 1 (0,00) — (0,00), rme(t) = (m) e
De plus, U, o(t,.) est strictement positif sur B(0,r,, ¢ (t)) et nous avons les limites :
%i_l)%?”mc (t) =0, tlirglorm,c (t) = oc.

Preuve. Sit > 0. puisque U, ¢ est positif

supp Unc(t,.) ={z € R/ U, ¢(t,x) > 0},

maintenant, U, ¢(t, ) > 0 si et seulement si

m—1_Jz 0

om s e
Ce qui équivalent a

2C'm

<|————) P =rnc).
Donc
suppUn, c(t,.) = B(0,7r.¢c (1))

n

Théoréme 1.2.3 (Conservation de la masse totale).

St C > 0. La norme ||Unc(t,.)||, est indépendante de t > 0.

Preuve. Soient t1,t3 > 0 et A = i—i

pour z € R™, I'invariance d’échelle de la solution de Barenblatt (proposition 1.2.2) donne :
Upc(ty, r) = XUp. oM, \Px) = XU, o(ta, No).

donc

/\Um,c(tl,:c)]d:c—)\a/|Um7c(t2,)\Ba;)|dx— AQ”B/]Ump(tg,xﬂdx.
R™ R™ R™
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1.2. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

Alors
[Un,c(tr, )y = 1Un.c(t2, ),

car a =nf. =

Compte tenu du théoréme 1.2.3 nous définissons

Définition 1.2.2 (la masse totale).

St C > 0. Alors ||Un,c(t,.)||, est appelée masse totale de Up,c.

De la représentation de la solution de Barenblatt, il est claire que la masse totale de
Unm.c peut étre controlée par le parametre libre C. Nous avons une relation explicite entre

ces quantités et ce parameétre dans le lemme suivant.

Lemme 1.2.1 SiC >0 ety = —5 + 4.

Il existe une constante a(m,n) telle que :
HUWMC(tv )Hl - CL(TTL, n)C’Y

ol

a(m,n) =2 (—5

ou T est la fonction Gamma.

Preuve. Soit M = ||Uy, (1, .)]]; -

Grace au Théoreme 1.2.3 il suffit de montrer qu’il existe une constante a(m,n), telle que :
M = a(m,n)C"”
On définit £ = ";—7;1 (. Par conséquence

Umco(l,x) = (C = kla*) 77,

d’ou -
M = / (C—k |x|2)ﬁ dx = nVn/ (C - lm“Q)ﬁ " Ldr (1.17)
R 0

Ici V,, est le volume de la boule unité de dimension n.
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1.2. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

Nous avons utilisé U, ¢(1,.) qui est radiale. En substituant s = rC~2 dans (1.17), on

obtient :

M = nVn/C Cks? ’"1023"102613
0

_1

— C’”’nVn/ (1- k‘s2)r T s s (1.18)
0

On remarque que la derniére intégrale s’annule pour s > k2. En posant le changement de

variable ¢ = ks? dans (1.18), on obtient :

1 n—1

1 t\ 2 1
M = OV, [ (1-t)7T (= dt
" /( ) (k) okst2
1

0
= C”%Vnkg/(l—t)wﬁl_ltgldt
0

- oz Vk‘2B( m )

2"m—1

ou B est la fonction béta d’Euler, de la définition de k et des relations :

L(2)\T (-
B(E, m ) _ (2) (mfl) et V, = T ’
2-m—1 I (72 +5) L(5+1)
ou I est la fonction Gamma d’Euler définit par :
I'(x) = /tx_le_tdt, x>0,
0
nous constatons :
M = a(m,n)C”
avec
N_._ . _n n m
a(m, n) = §Vnk$ 2 B <§, m)
R =
2T (5+1) N\ 2m (72 +5)
— % (m— 15>_g F(%)
2m F(7+3)
Nous avons utilisé la relation I' (g + 1) = 5T (%) dans la derniére étape. m



1.2. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

Définition 1.2.3 Si M > 0. la solution U, ar, est dite solution de Barenblatt avec masse

totale M.

Théoréme 1.2.4 S7 M > 0.

Alors Uy, a1 converge vers Moy au sens des distributions quand t — 0, i.e.

lim [ Uy, ar (8, 2) 0 () de = Mg (0)

t—

Rn

pour tout p € CX (R").
Preuve. Si ¢ € C° (R") et € > 0. Par la continuité de ¢ on peut choisir § > 0 telle que
lo () — ¢ (0)] < e pour x € B(0,0).

Ensuite, posons C' telle que :

a(m,n)C” = M,

avec a(m,n) et 7 sont les constantes introduites dans le lemme 1.2.1.

D’aprés le théoreme 1.2.2, nous avons pour ¢t > 0

supp (Um,M (tv )) = supp (Um,C <t7 )) = B(07 T'm,C (t))

avec Iy, ¢ (t) — 0sit — 0.

Par conséquent, nous pouvons choisir 5 > 0, telle que :
supp (U, (t,.)) € B(0,9) pour t < t,.

On obtient ainsi :

/Um,M(t,-’B)w(x)dfC—M@(O) < /IUm,M(t,ﬂf)l|90(ﬂf)—¢(0)|d93

R

< / U (t,x)| de = Me.
B(0,0)

la preuve est complete. m
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1.3. Auto-similarité générale

1.3 Auto-similarité générale

Nous allons maintenant étudier la classe des solutions sous forme auto-similaire générale
[31] :
u(z,t) =A(t)F(B(t)z) (1.19)

ou A(t) et B(t) sont des fonctions & valeurs réelles de t, a déterminer et F'(n) le profil de

la solution, on pose :

u(z,t) = A(t) F(n), n=DB({)x
nous remplagons cette forme de solutions dans ’équation (1.5), nous trouvons :

AW F@) + 5 (TR B ()= A" ()1 (0) 5 (P (1),

Puisque nous voulons des solutions non triviales, nous supposons A(t) # 0, B(t) # 0.

Dans ce cas, une simple séparation des variables implique que :

A (t) = =A™ (t) B% (1)

, , (1.20)
B (t) = —pA™ (£) B* (1
avec les parametres A\, pu € R, et le profil doit satisfaire I’équation :
A(F™ () + AF(n) + p(VE(n).n) = 0. (1.21)

I faut résoudre le systéme (1.20) pour trouver les fonctions A(t) et B(t). Il existe des

solutions sous la forme des fonctions puissance
Alt) = (a+0bt)", B(t) = (a+bt)",

avec A = ab, u = b, si
a(m—-1)+25=1 (1.22)

Cherchons la solution générale du systéme (1.20). on pose :

1
_ Al-m _
X=A" Y =,

nous avons :

!

X =Xm-1DY™, YV =2ux"".
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1.4. Classe des solutions auto-similaires dans le domaine (]Ri x |0, T[)

Cela implique enfin

1" ! 2
Am—1)XX" = —2p<X> .
Une intégration immédiate de cette équation donne :

21

X =cX" ota=——"
C ou a )\<m_1>

ol ¢ une constante arbitraire.

Auto-similarité exponentielle :
Nous avons encore la possibilité de trouver une autre solution sous forme d’auto-similarité

exponentielle en posant a = 1 dans 'analyse précédente, puis X (t) = Ce®, donc :
A(t) = Age 71, B(t) = Bpe?.
Il est plus pratique d’écrire :
A(t) = Age 2, B(t) = Byem 1,
avec 0 € R. La forme d’auto-similarité exponentielle est donc :
u(z,t) =e *F (ze ), (1.23)

avec a =20 et f = —(m — 1)o.
La relation entre les exposants de similarité s’écrit comme :
am—-1)+2=0 (1.24)
Nous avons observé les constantes Ay et By dans F. L’équation du profil est :
20

A(F™(n)) + mF(n) +B(VF(n).n) =0. (1.25)

1.4 Classe des solutions auto-similaires dans le domaine
(R % ]0,7T7)

Nous présentons dans cette section les différents types des solutions auto-similaires intro-

duites par Gilding et Peletier [18,19,20] dans le domaine (x,t) € R* x]0,7T[, qui s’écrivent

17



1.4. Classe des solutions auto-similaires dans le domaine (]Ri x |0, T[)

comme :
Lou(z,t) = t+7)"fi(ln), n=a(t+71) 3{1+(m—1)a} , pour 7 >0
I ug (x,t) = (1= fo(n), n=o(1— t)_%{lﬁm_l)a} , pour 7 > T
1
IIL us (z,t) = e fs(n), n=rxexp {—§Oz (m—1)(t+ 7')} , pour tout T

on remplace uy, usg, et ug dans (1,5), puis on déduit les équations différentielles des fonctions

f17 f27 et fS :

() + 3 (4 m-Dajus, = afi, 0<y<o (1a)
() =30+ (m—oaknfy = —af 0<n<oo (1b)
() 4 50tm—1nfy = afy, 0<n<oo (10)

les équations (1a) — (1b) — (1¢) soient des cas particuliers de 1’équation différentielle suivante

(f™ +pf =af. 0<n<oo (1.26)
fO)=U et f(oo)=0 (1.27)
ou p, g et U > 0 sont des constantes arbitraires.

Nous posons les conditions aux limites pour (1.26), comme suit :
f0)=U (1.28)

et
) =0, (f™) (V) =0 (1.29)
ol A > 0 est un nombre réel.

Cette équation a été étudiée en détail dans les séries d’articles (Gilding and Peletier,
1976,1977 Gilding 1980 [18, 19, 20]). Nous rappelons dans la suite les conditions d’existence
et d’unicité des solutions du (1.26) avec les conditions aux limites (1.28) et (1.29) établis
dans [18].

Nous avons les deux théorémes suivants.

Théoréme 1.4.1 [18]|Supposons que U > 0. Alors le probléeme auz limites (1.26) - (1.27)
admet une solution faible a support compact si et seulement sip > 0 et 2p+q > 0. En outre,

cette solution faible de (1.26) - (1.27) est unique.
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1.4. Classe des solutions auto-similaires dans le domaine (]Ri x |0, T[)

Théoréme 1.4.2 [18]Supposons que U > 0. Alors le probléme auz limites (1.26), (1.28) et
(1.29) admet une solution unique et il existe un unique AN(U) > 0 telle que f(n; A(U)) est
positif sur (0, \) si et seulement sip >0 et 2p+ q > 0.

Nous concluons par une discussion sur les conséquences des théorémes 1.4.1 et 1.4.2 pour

les solutions auto-similaires de I’équation (1,1) dans le domaine (0 < z < oo, 0 <t <T).
Solutions auto-similaires de Type 1.
Dans ce cas, p=1 [l + (m —1)a], et ¢ = a. Do
1
p+q= 5[1+(m+1)o¢], 2p+q=1+ma.

Il résulte du théoreme 1.4.2, qu’il existe une solution auto similaire non triviale a support
compact si et seulement si o > —%.
Maintenant on va rappeler les différentes solutions explicites connues historiquement.pour

différentes de I'exposant .

(i) Si @ = —L. Cela donne la solution de type "dipole" (Barenblatt et Zel'dovich, 1957

[13]).
Comme 2p + ¢ = 0 dans ce cas, I’équation (1.26) devient :

=g [ fdn

on pose g (1) = an f (n) dn, on obtient aprés un calcul simple

1 m—1 T N !
f(ﬁ)znm{(m) ()\m —nmﬂ ,0<n< A

de retour aux variables x et ¢, nous obtenons :

(t—i-T)_if(l‘(t—’—T)_ﬁ), Og:cg)\(t—i—r)ﬁ
ul(x7t): 1
0, At+7)m <z < o0

(ii) Si a = ——1=. Cette solution est appelée '

—. ' point source instantanée" (Zel’dovich et
m+1
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1.4. Classe des solutions auto-similaires dans le domaine (]Ri x |0, T[)

Kompaneec 1950; Pattle 1959, [33, 24]), ¢ < 0 et p + ¢ = 0, ’équation (1.26) peut étre

facilement intégrée pour obtenir :

m—1 m-l
= |— (N =7 0<n< A
F0) = g =P 0
et par conséquent

wn (1) = (t—l—T)*m#ﬂf(x(t—l—T)*m#H), 0<z<A({t+7)m1

0, At + 7)™ <2 <00 '

(iii) Si a = ﬁ Cela donne la solution d’onde (Barenblatt, 1953; Basak et Murty, 1977,
[7,10]). ¢ > 0, p= (m — 1)q. Elles s’écrit comme :

1

m—1

fn) = K—)A(A—n)} o< <a

m

avec les variables (x,t) , cela donne :

(t+7)m f(z(t+7)7), 0<z<A(t+7)

uy (x,t) = i
0, AMt+7) <z <00

Solutions auto-similaires de Type II.

Une application du théoréme 1.4.2 & ’équation. (1b), on obtient I’existence d’une solu-
1

m—1"

tion auto similaire non triviale & support compact de type II si et seulement si o < —

Dans tous les cas, us (0, 1) est positif sur (0,7).

Si @ = ——L5, I'équation (1b) est un cas particulier de (1.27) avec p = 0 et ¢ = —15.
Dans ce cas la solution exacte est donnée par :

1

(m—1) e
mo\—n)} , 0<n< A

fn) = {
Nous obtenons donc (Kalashinikov, 1967 [22]) :

(t—7) 7T f(z), 0<z<A

us (z,t) = )
0, A<z <00
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1.5. Le phénoméne d’explosion de la solution des équations aux dérivées partielles

Solutions auto-similaires de Type III.

En appliquant le théoréme 1.4.2 & I’équation (1c), il existe des solutions auto similaires

non triviale de type III & support compact si et seulement si a > 0.

1.5 Le phénoméne d’explosion de la solution des équa-
tions aux dérivées partielles

Explosion dans les équations différentielles ordinaires :

La forme la plus simple de singularité spontanée dans les problémes non-linéaires apparait
quand la variable ou les variables tendent & I'infini quand le temps approche une certaine
limite finie 7" > 0.

Dans la théorie des équations différentielles ordinaires (ODEs), ’exemple le plus simple
est le probléme suivant :

u=u? t>0, u(0)=a

pour les données a > 0, il est immédiat qu'une solution unique existe dans lintervalle

1

0<t<T,elle est de la forme u (t) = T

on voit que c’est une fonction lisse pour t < T,
et on a u(t) — oo, quand ¢t — T~ (limite a gauche). De cet exemple, on peut constater
que le concept de ’explosion peut étre largement généralisé comme phénomeéne par lequel
les solutions cessent d’exister globalement & temps en raison de la croissance infinie des
variables décrivant le processus d’évaluation.

Explosion des solutions des équations de type réaction-diffusion :

Problémes de base :

Le phénomeéne d’explosion apparait notamment quand le probléme a une structure spa-
tiale, de sorte que les inconnus dépendent non seulement du temps mais également d’une
variable de l'espace, u = u(z,t), avec = € ), un domaine de R", et en particulier chez les
problémes de réaction diffusion, [17], et dans les théories de propagation et de combustion
thermiques qui sont en général de la forme :

% = A(u, Au,z,t) + B(u, Au, x,t). (1.30)
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1.5. Le phénoméne d’explosion de la solution des équations aux dérivées partielles

avec des conditions standard d’ellipticité sur 'opérateur A et des conditions de croissance
et de régularité sur A et B. On pense typiquement & (1.30), comme modéle non linéaire de
propagation de la chaleur dans un milieu réactif, et alors u est une température, cette équa-
tion présente le nouveau dispositif en tenant compte de la structure spatiale des solutions.
Le concept de 'explosion est maintenant formulé sous sa forme plus simple dans le cadre
suivant.

A savoir, il existe un moment T" < oo, appelé le temps d’explosion, telle que la solution
est bien définie pour tout 0 < t < T, tandis que :

sup |u(z,t)| — oo quand t — T~. (1.31)
z€Q

Définition 1.5.1 Soitu (x,t), une solution de l’équation (1.30), telle que x € R™, t > 0. On

dit que u (x,t), explose en temps fini T, si

li )| =
T Ju(,1)] = +oo

dans ce cas

sup |u (z,t)] = +o0, quandt — T~.
TER™

Définition 1.5.2 Un point xy € R", est dit point d’explosion de u (z,t) siu(x,t) n'est pas

localement bornée au voisinage de (xo,T), autrement dit s’il existe (z,,t,) telle que :
(T, tn) — (20, T) tel que |u(zp,t,)] — +00 quand n — +oo. (1.32)

e L’ensemble de tous les points d’explosion est appelé ensemble d’explosion de u (z,t).
e [l est a noter que pour une solution donnée, le temps d’explosion est unique.

e Deuzx cas se présentent

T = +o00, existence globale.

T < +o00, explosion en temps fini.

dans ce cas

lir%l |u(z,t)|| o = +00 (1.33)
t—1T~
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Chapitre 2

Solutions profils mobiles de I’équation

de diffusion non-linéaire

Nous présentons dans ce chapitre une nouvelle méthode dite "The Traveling Profile Method
TPM [15]" pour chercher des solutions d’équations aux dérivées partielles non linéaires.
Cette méthode nous permet d’obtenir des solutions exactes de grandes classes d’équations
aux dérivées partielles non linéaires. Cette méthode a fait I'objet d’une publication dans
"International Journal of Nonlinear Science [15]".

On donne également dans ce chapitre une application intéressante de cette méthode sur
I’équation de diffusion non-linéaire appelée aussi I’équation de la chaleur avec une loi de
puissance non linéaire qui va appeler "solutions profils mobiles".

Ce travail a fait ’objet d’une publication dans "Journal of Advanced Research in Applied

Mathematics [1]".

2.1 La méthode des profils mobiles

Considérons I’équation suivante :

ou

ou A, est un opérateur différentiel linéaire ou non linéaire de la variable x.

Le principe de cette méthode est de chercher une solution du probléme (2.1) sous la forme :
x—0b(t)

b R 2.2
O a,b,ce (2.2)

u(z,t) =c(t) f(n), avec n =
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2.1. La méthode des profils mobiles

ol f est dans L?, qu’on va appeler "profil de base".
En réalité cette forme de solution est une généralisation de la forme "auto-similaire".
Alors on a 4

e —cf () —cinf () —c2f (n)

Ayu = S—ZAnf, avec p,q €R

Les parametres ¢(t), a(t), b(t) sont des fonctions dépendant du temps ¢, sont déterminés

par la solution de probléme du minimisation :

+oo
min /
d,b,é —00

par conséquent, nous obtenons le systéme de trois équations a trois inconnues :

2

Ou dz, (2.3)

4,
ot Y

<%_Axu7f>:0

(G5t — Asu,nfy) =0 (2.4)
(g — Amu,f;]> =0
ou {.,.) désigne le produit scalaire dans L? (R) .

L’EDP (2.1) est transformée alors dans un ensemble de trois EDOs associées :

[eN e

o ) = Snfo, 1) = 2O fon f) = (A )

(s 1) = Efanfs) = Lnfo, 1) = S (A fon o) (2.5)
L) = Snfa £ = B fa £ = SAL o)

Approximation a priori :

Soit :

- olo

Vi={r. nf 11}
le sous espace de L? (R) engendré par les fonctions associées & f a l'instant ¢ .
De la relation (2,4) on déduit que 2 — A,u est orthogonale & V.
En particulier comme % e V;, alors

ou ou
<E - A:nU; E> =0,

donc si aussi A,u appartient & V;, alors la méthode nous fournit une solution exacte faible

qui s’écrit sous la forme :

w(z,t) =c(t) f {z_—i)(ﬂ .

a(t)
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2.1. La méthode des profils mobiles

Maintenant nous voulons établir des conditions sur la méthode pour trouver des solutions
exactes de l'équation (2.1).

Le premier résultat de ce chapitre est le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1 [15] Pour f € C? N L?; I’équation (2.1) admet une solution exacte sous

la forme

ulet) =0 £ | “ )

a(t)
Si

1- Au= S—ZA,,f, pour p,q € R.

2- le "profil de base" est une solution de l’équation suivante :

Apf =af +Bnfy+f,, ot a,B,y€R. (2.6)

dans ce cas, les coefficients c(t), a(t),b(t) sont déterminés par le systéme :

- w
cC = EO&

. o Cp71

a ==L (2.7)
e

b - _a(lfl,y

Preuve. D’apreés le principe de 'estimation de cette méthode, si A,u appartient au sous
espace V;; alors la fonction u(z,t) = ¢(t)f(n) est une solution exacte de 1’équation (2.1),
dans ce cas le terme A, f peut étre exprimé comme une combinaison linéaire des fonctions,
fs nf,; et f,;, donc

A, f = af+6?7f,/] —l—’yf;?, pour «, 3,7 € R.

Le systéme (2.7) est obtenu comme suit :
Quand on remplace A, f par la combinaison af + 31 f,/] + 7 f;], dans (2,5), nous obtenons le
systeme :

Pl

MX =—MF (2.8)

al
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2.1. La méthode des profils mobiles

(£, ) mfys 1) (fo: 1)
M = | (fy f) mfy.nf) mfy o) |
(fos ) Mty 1) (Fos 1)
g o
X = 2 [ et F=| g
¢ 7

ou (.,.) désigne le produit scalaire dans L? (R).

La matrice M dans le systéme (2.8) est symétrique et inversible, alors (2.8) devient

!
X = —M'MF
ad
Ca
.
ad
qui peut étre écrite sous la forme (2.7)
¢ =%
. —1
a = _25716 :
: -1
b = —%V

Résolution du systéme différentiel :
Nous pouvons résoudre le systéme (2.7) comme suit :

De (2.7) nous avons

o(t) = Ko a(t)"?
b(t) =2 alt) +

, avec Ky, K; constants, (2.9)
1

=

supposons qu’on a les conditions aux limites suivantes : a(0) = 1;¢(0) = 1;6(0) = 0, donc
KO - 1, Kl - —%

Si nous remplagons (2.9) en (2.7), Nous obtenons :

a® P g = — BRP Tt
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2.2. Application a I'équation de la chaleur avec une loi de puissance non linéaire

on déduire finalement :

(i) pour a(p—1)+4g8 >0:

a(t) = (1—Apt)a
c(t) = (1 — ABt) 5a ,0<t<T.
b(t) = 3(1— Apt)x — 3

avec A=q+§(p—1), et T = ;o705
(ii) pour a(p—1)+¢B8 =0

c(t) = exp (at) , t>0,

(2.10)

(2.11)

2.2 Application a I’équation de la chaleur avec une loi

de puissance non linéaire

Nous présentons maintenant une application intéressante de notre méthode. L’application

concerne ’équation de diffusion non linéaire appelée I’équation de la chaleur avec une loi de

puissance non linéaire. Ce travail a fait ’'objet d’une publication dans "Journal of Advanced

Research in Applied Mathematics [1]".

Soit I’équation de la forme suivante :

8u_

E — (um—lux)

T

elle admet une solution exacte forme "profiles mobiles"

x — b(t)

u(x,t) =c(t)f [ o)

], a,b,ce R

Si
1- Ayu= S (fm1f), (p=m, et q=2)

2- le "profil de base" f est une solution de I’équation suivante :

(F771F) = af +Bnfy+fy ot a8,y €R

27
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2.3. Solution exacte sous forme de profils mobiles

dans ce cas, les coefficients c(t), a(t), b(t) sont déterminés par le systeéme :

c =%a
a =—""3 (2.14)
b _ _C'mflfy

a

2.3 Solution exacte sous forme de profils mobiles
Le deuxiéme résultat de ce chapitre est le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1 [1] La fonction

uet) = [0

est une solution exacte du probléme (2,12), ou f est le "profil de base" solution de l’équation

différentielle suivante :

(/m10) =af +Bufy =9k, ov @By ER

dans ce cas, les coefficients c (t),a(t), et b(t) sont donnés par :
(

c(t) = (1 — ABt)) Ba L, 0<t<T (2.15)
X
B

si (m—1)a+25>0 ou Az?-l—%(m—l) etT:m.
et donnés par :

0<t< oo, (2.16)

si (m—1)a+ 25 =0.

Preuve. D’aprés le principe de 'estimation de cette méthode, si
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2.3. Solution exacte sous forme de profils mobiles

appartient au sous espace V;; alors la fonction u(x,t) = ¢(t) f(n) est une solution exacte de
I’équation (2.1), dans ce cas le terme ( fmot f’) peut étre exprimé comme une combinaison

linéaire des fonctions, f, n f,; et f,'], donc

(/1) = af + Bnfy+ 41, powr @, 8,7 € R.

Le systéme (2.7) est obtenu comme suit :
Quand on remplace (f™! f') par la combinaison o f + 37 f,; + f;?, dans (2,5), nous obtenons

le systeme (2.8) :

Cm—l
MX =~ MF
avec
(£, 1) (nf), f) (fps )
M =1 (nf), f) mfr.nf)) mfy, )|
{(frs ) (nf), ) (frs )
¢ a
X = —% et F=1| 5
b .

ou (.,.) désigne le produit scalaire dans L? (R).
La matrice M dans le systéme (2.8) est symétrique et inversible, alors (2.8) peut étre écrit

sous la forme (2.7) :

. T

c :fl—Qa

. _Cmfl

a =“—pf .
. _Cmfl

b = —

Aux limites, supposons les conditions aux limites latérales a(0) = 1;¢(0) = 1;6(0) =0 :

On voit que d’apres (2.14), nous avons :

: (2.17)
b(t) =% a(t) — 3
si nous remplagons (2.17) en (2.14) on peut déduire finalement (2.15) :
a(t) = (1 - ABt) A
c(t) = (1 — ABt)) 54 , 0<t<T,



2.3. Solution exacte sous forme de profils mobiles

pour (m — 1)a+ 28 > 0 ou AzQ—i—%(m—l) etT:m.
et (2.16) :

c(t) = exp (at) , 0<t< oo,
pour (m—1)a+25=0. =

2.3.1 Nouvelle solution explicite exacte

Pour @« = > 0, nous pouvons trouver explicitement une nouvelle solution exacte de
I'équation (2.12).

En fait, dans ce cas, I’équation (2.13) devient :
(fmlf'), = [(an+7)f] ony€eR
apres l'intégration, nous obtenons :
fm 7 f = (an+7) f 4 k, on k constante.

si 'on pose par exemple f(0) = 0; cela implique k£ = 0; alors nous obtenons :

fr = (an +9) S

enfin la solution s’écrit sous la forme :

1

fn) = [(m —2)° (%772 + vn)J " eug=Z ;(i)(t),

les coefficients ¢ (t),a (t), et b(t) sont donnés par :

a(t) = [1 — (m+ 1) at]m 1
c(t) = [1—(m—|—1)at]_ml+11 : 0<t<T:m (2.18)

b(t) =1[1—(m+1)at]m1 —

QR

Alors la solution de (2.12) s’écrit sous la forme :

1

u(a, ) = et [“” -2’ (% (;,; a_gf)(ﬂ)Q o (m ;é)(t))) ] - (219)
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2.4. Solutions auto-similaires générale

2.4 Solutions auto-similaires générale

Pour le cas 7 = 0, la solution (2.2) du probléme (2.1) devient :

w(z,t) =c(t) f (ﬁ) , (2.20)

c’est a dire la solution sous forme auto-similaire générale, dans ce cas on a les théorémes
Proposition 2.4.1 Pour f € C? N L?; [’équation (2.1) admet une solution exacte sous

forme "auto similaires générale”

ue) = (55).

Si
1- Au = Z—zAnf, pour p,q € R.
2- le "profil basé" est une solution de ’équation suivante :

A,f =af +Bnf, ot a,B€R, (2.21)

dans ce cas, les coefficients c(t),a(t), sont déterminés par le systéme :

c =%a

o : (2.22)
. Cp71
a = _aqflﬁ

Proposition 2.4.2 La fonction
x
H=c@t)f|—=
uwt) =1 (555,
est une solution exacte du probléme (2.12), ou f le "profil de base" est une solution de

I’équation différentielle suivante :

!

(f"71F) =af +Buf, oi a,BeER,
a

dans ce cas, les coefficients ¢ (t),a (t), sont donnés par :

1

o) = (-amyt
clt) = (1 - ABt)
pour (m —L)a+28 >0 ou A=2+F(m—1)
et donnés par :
a(t) = exp (—ft) >0

c(t) = exp (at)
pour (m — 1)a+ 25 = 0.
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2.4. Solutions auto-similaires générale

2.4.1 Explosion des solutions sous forme profils mobiles

Théoréme 2.4.1 Soit :

1d%ﬂ::dwf[x;£$q

avec f une solution de l’équation différentielle suivante :
(F771F) = af +Buf,+7f,, ova, By €R,
St
(m—1)a+26>0

Il existe une solution sous la forme " profils mobiles" du probléme (2.12) qui explose en
temps fini T > 0, ou les coefficients c(t),a(t), et b(t) sont donnés par :

1

a(t) = (1 — ABt)7
c(t) = (1 — Apt)) #a 0<t<T
bt) = 5 (1 — AB)T - 3

ou A=2+g(m—1).

Preuve. On a déja prouvé que la solution "profiles mobiles" (2.2)

i)

est une solution exacte du probléme (2.12), (Théoréme 2.3.1), avec f une solution de

Maﬂzc@f{

I'équation différentielle (2.13).
Aux limites, supposons les conditions aux limites latérales a(0) = 1;¢(0) = 1;5(0) =0 :
Pour (m — 1)a + 28 > 0, les coefficients c¢(t), a(t), et b(t) sont donnés par :

a(t) = (1 — ABt))*
c(t) = (1 — ABt)) 74

(
b(t) = 5 (1 = Apt))

=

2
B

Rappelons que la solution explose en temps fini 7. C-a-d : lim u (x,t) = +o0.
t—1T—
on a c(t) > 0 si et seulement si

1—ApBt >0
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2.4. Solutions auto-similaires générale

d’aprés un calcul simple nous obtenons :

1 1 o}
== —T 1 A=2+Z(m—1).
t<A[)’ (m—1a+25 >0, on —|—5(m )

La valeur de T' représente donc le temps d’explosion de la solution.

donc lim ¢ (t) = 400, et alors
t—T—

t—T— t—=T—

lim w (z,¢) = lim ¢ () f {"’“"_—b(t)} = +o0.

2.4.2 Solutions globale sous forme "profils mobiles"

Théoréme 2.4.2 Soit :
w(z,t) =c(t) f {%ﬁ;ﬂ

avec f une solution de l’équation différentielle suivante :

(/1) =af +Bufy+f;, ov a8,y €R
St
(m—1a+26=0
Il existe une solution globale sous la forme des profiles mobiles du probléme (2.12), ou les

coefficients c(t), a(t), et b(t) sont donnés par :

alt) = exp (~Bt)

Preuve. On a déja prouvé que la solution "profiles mobiles" (2.2) est une solution
exacte du probléme (2.12), (Théoréme 2.3.1), avec f une solution de I’équation différentielle
(2.13).

Pour (m — 1)a+ 25 = 0, les coefficients ¢(t), a(t), et b(t) sont donnés par :
a(t) = exp (—ft)
c(t) = exp (at) , 0 <t < o0.
b(t) = Fexp (—=Bt) — 3

on remarque que cette solution est globale. m
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Chapitre 3

Existence des solutions "profils

mobiles"

L’objectif de ce chapitre est d’étudier I’existence et 'unicité d’une classe de solutions sous
la forme d’auto-similaires générale appelée "Profils Mobiles" de ’équation de diffusion non-
linéaire. On étudie I'existence du profiles de base de cette solution, on trouve également des
solutions exactes particuliéres sous certaines conditions initiales.

Considérons le probléme suivant :

Bu — 0% (u™), b(t) <x < oo, t>0

(3.1)
ulb(t),t)=c(t)V, VeR*"
3.1 Solutions profils mobiles
Nous allons étudier 'existence et 'unicité d’une classe de solutions sous la forme :
— b(t
u(z,t) =c(t) f(n), avec n = z b ), et a,b,c € R, (3.2)

a(t)
Les parameétres a(t), c(t), b(t) sont des fonctions a valeurs réelles de ¢, satisfaisant les condi-

tions aux limites

a(0) =1, ¢(0) =1, b(0) = 0. (3.3)

Dans ce cas



3.1. Solutions profils mobiles

et
82 m Cm m\/
axg (U ) = ?(f )7777

si nous remplagons cette forme de solutions dans (3.1), nous trouvons :

Cm—l

R L (3.4
cette équation dépend de nombreux parameétres (Notre but est de déterminer les coefficients
a,c,b et le profil f).

Les parameétres c(t), a(t), b(t) sont déterminés par la solution du systéme de trois équations

différentielles ordinaires suivantes :

¢ =%a
d = —Cma_l/B (35)
6 _ _cma—lfy

avec a, 3,7 € R, et le profil f est une solution de ’équation différentielle suivante :

(f™) = f + Bnfy +7f),  avec o, B,y €R, (3.6)
et
f0)y=Vv (3.7)

Maintenant, nous donnons le théoréme principal de ce chapitre.

Théoréme 3.1.1 Si <0, y<0eta—28>0,
le probléme (3.1), a une solution faible a support compact sous la forme :
x — b(t)

a(t)

avec le "profil de base" f est une solution de [’équation différentielle suivante :

u(z,t) =c(t)f(n), ou n=

(f™), = af +Bnf,+7f, 0<n<+c.

Les coefficients c(t), a(t) et b(t) sont donnés par :

1)

alt) = (1— Apt)™
c(t) = (1 — ABt)Fa L 0<t<T (3.8)
b(t) =3 (1— ABt)T — 3



3.2. Existence et unicité du profil de base

1

;28 — e! —
Si 7, <a<+oo, awvec A=2+G(m—1) et T = 5570—5.

et donnés par :

2)

Sia:i—fj.
m

3.2 Existence et unicité du profil de base

Dans cette section, nous discutons ’existence et 1'unicité des solutions faibles a support

compact du probléme aux limites

(f™)y = f + Bnfy+7f),  0<n< oo,

et
f0)=V, [f(o0)=0. (3.10)
Gilding et Peletier dans les séries d’articles [18 — 19 — 20] a été présentée des cas spéciaux

de I’équation (3.6) pour v = 0, avec les conditions :

FOY=0, (f") (V) =0, (3.11)

ol A > 0 est un nombre réel.
Pour v = 0, 'existence et I'unicité des solutions du (3.6) avec les conditions aux limites

(3.10) et (3.11) sont donnés par les deux théorémes suivants :

Théoréme 3.2.1 [18] Supposons que V' > 0. Alors le probléme auz limites (3.6) - (3.10)
admet une solution faible a support compact si et seulement si 5 < 0 et a — 25 > 0. En

outre, cette solution faible est unique.

Théoréme 3.2.2 [18] Supposons que V' > 0. Alors le probléme aux valeurs limites (3.6),
(3.7) et (3.11) admet une solution unique et il existe un unique (V') > 0 telle que f(n; A(V'))
est positif sur (0, \) si et seulement si 8 <0 et a — 25 > 0.
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3.2. Existence et unicité du profil de base

Dans la suite nous nous intéressons au cas générale v # 0.

Définition 3.2.1 Une fonction f sera dite une solution faible de l’équation (3.6), si
a) f est bornée, continue et non négative sur [0, o).
b) (f™)(n) a une dérivée continue par rapport n sur (0,00).

c) [ vérifie l’égalité
[ e {umy = Gnerhans@-g) [ orin=o
pour tout ¢ € C3(0, 00).

Théoréme 3.2.3 Supposons que V > 0. Alors le probléme aux limites (3.6) - (3.10) admet
une solution faible a support compact si et seulement si 5 < 0, v <0 et a — 25 > 0. En

outre, cette solution faible est unique.

Nous allons d’abord donner la démonstration du théoreme suivant pour l’existence et

I'unicité des solutions classiques de (3.6) avec les conditions aux limites (3.7) et (3.11).

Théoréme 3.2.4 Supposons que V > 0. Alors le probléme aux valeurs limites (3.6), (3.7)
et (3.11) admet une solution unique et il existe un unique \(V') > 0 telle que f(n; A(V')) est
positif sur (0, \) si et seulement si 5 <0, v<0 et a—25>0.

Nous allons données les conditions nécessaires sur les paramétres «, (3 et v pour ’existence

d’une solution faible non triviale de (3.6) & support compact, nous avons les lemmes suivants

Lemme 3.2.1 [l existe une solution faible non triviale a support compact de (3.6)-(3.11)
sif=7=0eta>0 oubien <0 ety<0.

Preuve. Supposons que f(n; A) est une solution faible non triviale de (3.6) a support

compact. Alors
>0 sur (A —g,\)
/ =0 sur [\ 00)
pour certain A > 0 et € > 0.
Il résulte que f est une solution classique de (3.6) sur (A — &, \) et satisfait (3.11) en n = A;

A savoir

fF)=0, (f™ (N =0
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3.2. Existence et unicité du profil de base

L’intégration de (3.6) a partir de n a A\, ot A — e < n < A, donne :
A
U™ ) == Bn ) Fn)+ (0= ) [ 7€) (312
"

La continuité de f et (f™) assure Iexistence de n, € (A — £, A) telle que f' (1,) < O.
Cela implique que le membre a gauche de (3.12) est positif en n = 7, , par conséquent,
—(Bny + ) et a — B ne peuvent pas tous les deux étre inférieur a zéro.

Ainsi, § = v = 0 implique que a > 0.

Considérons maintenant le cas § > 0 et v > 0. Cela exige que a — 8 > 0, par conséquent
a > 0. Nous vérifions facilement a partir de (3.6) que f ne peut pas avoir un maximum car
f est positif. Par conséquent, f < 0 sur (A — ¢, \). Il résulte de (3.12) que

!/

—mf" () f () + Bn+y)n < (a—B)(A=n), (3.13)

oll nous avons utilisé le faite que

f(&) < f(n) pour £€ (n,A), A—e<n<A\

Si n — A dans (3.13), la partie gauche devient positive, et la partie droite tend vers zéro,
contradiction.
Ainsi, nous avons montré que § =~ =0 et o > 0 ou bien 5 < 0 et 7 < 0 sont les seuls cas

pour lesquels la solution faible non triviale de (3.6) existe & support compact. m

3.2.1 Solutions explicites
Solution explicite pour =~ =0 et a > 0.[1§]

Avec f =y =0et a >0, (3.6) devient :

1"

1
(") =alfm™)m, (3.14)
on pose f™ = g dans (3.14) et intégrer on obtient :

<,>2_ 2a0m w1
g _m+1g '

Résoudre cette équation et en utilisant (3.11), nous obtenons :

wm=[§§%ﬁ%¢x—m1w_,o<n<x
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3.2. Existence et unicité du profil de base

donc )

(A — n)2] B L 0<n <A (3.15)

a(m—1)>

2m (m+1)

f( A) = [

est 'unique solution du probléme (3.6) satisfaisant (3.11). Nous constatons que :

_1
m—1

a(m—1)7°

J(0:4) = [2m (m+ 1)

Puisque m > 1, f(0; A) est une fonction continue de A aux f(0;0) =0 et f(0;00) = 0o, par
ailleurs, f est une fonction continue et monotone croissante. Cela implique que, pour une

donnée V' > 0, il existe une unique (V) telle que :

FO:A(V)) =V
par suite, f(n; A(V)) est 'unique solution de (3.6) vérifiant (3.7) et (3.11).
Un calcul facile montre que :

2m (m + 1), 2

m—1
a(m—1)°

AV) =
Donc la solution du probléme (3.1) est :

c(t)f(x) 0<z<A

u(x,t) = ;
0 A< <0

avec f est donnée par (3.15) :

f(n) = [%(A—n)zl , 0<np <A

et
oty =[1—a(m-1)i 71, 0<t<T
Solution explicite pour <0, v <0, et a =7

Nous allons présenter maintenant de nouvelle solutions explicites de type "profils mobile".

Pour oo = (conditions nécessaires < 0 et v < 0), I’équation (3.6) devient :

(f™" = Bf +Bnf +~f =[Bn+) 1,
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3.2. Existence et unicité du profil de base

Résoudre cette équation et en utilisant (3.11), nous obtenons :

fn = | (G0 mtea0-n)| T o< eag

est I'unique solution du probléme (3.6) satisfaisant (3.11). Nous constatons que :

10 = [ (—5*—@};‘

f est une fonction continue et monotone croissante. Cela implique que, pour une donnée

V > 0, il existe une unique A(V) telle que
fO;A(V)) = V.

Dans ce cas f(n; A(V')) est 'unique solution de (3.6) vérifiant (3.7) et (3.11).

Un calcul facile montre que :

c(t) f (f—b“)) . 0<z<Aa(t)+b(t)

u(w,t) = “ :
0, Aa(t) +b(t) <z < oo
avec [ est donnée par (3.16) :
fn) = Lmﬂj 0 (—g(k—nf—v(%—n))} T 0<n<A A0

et les parametres ¢ (t),a (t), b(t) sont donnée par :
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3.2. Existence et unicité du profil de base

Nous donnons ci-dessous un lemme élémentaire pour le cas g < 0 et v < 0.

Lemme 3.2.2 Supposons que 0 < pu < X\ et f est une solution positive de (3.6) sur
[, A) satisfaisant (3.11), alors :

(i) f(n) <0 sur[u,\) pour a— 3 > 0.

(i) Supposons que a — 3 < 0 et f'(ny) = 0 pour ny € [, \). Alors f admet un mazimum

Ma—f)—y

en ng et ng <
Supposons que f est une solution positive de (3.6) et (3.11) sur [0, ), alors :

’

f(0) <0, pour « — 5 > 0.

Preuve. (i) L’intégration de (3.6) a n € [u, A), donne :

A
S ) = — (Bt f ) + (- B) / f(€) de. (3.17)

Parce que f < 0 et v < 0, le membre droit de (3.17) est positif lorsque a« — 3 > 0 et par
conséquent (fm)/ (n) < 0. Ce qui implique que f'(n) < 0 sur [g, A).

(i) si @ — B < 0 alors a < 0 (car 5 < 0), selon (3.6), f“ (n9) < 0 lorsque f'(n,) = 0, donc
f admet un maximum en 7 = 7, et est strictement décroissante sur (7, \), c’est-a-dire,

f'(n) < 0sur (ny, ). On pose n = 1, dans (3.17), nous obtenons :

0 = —Bno+7)f(ng) +(a=p) [ f(§)dE

Mo

> = (8o +7) f (o) + (@ = B) (A =no) [ (no) ,

(B +7) + (0= B) (A~ ) < 0 or gy < XD
Avec n =0, (3.17) devient :
, A
M O == O+ (a-8) [ FlOde (3.18)

Les résultats pour f (0) découle immédiatement de (3.18). m

Lemme 3.2.3 Supposons que 3 < 0, v < 0 et a est un nombre réel quelconque.
Alors, pour tout X > 0, l’équation (3.6) avec la condition initiale (3.11) au n = A, admet

une solution unique positive au voisinage de A, (A — &, \) ; ici, € > 0 est une constante.
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3.2. Existence et unicité du profil de base

Preuve. Supposons que f est une solution positive au voisinage a gauche de n = . Par
le (lemme 3.2.2), f'(n) < 0 pour n € (A — &, \) pour certaine £ > 0.
On pose n = G(f) ou G est I'inverse du f sur (A —e, A). L’écriture de (3.17), nous donnes :

(™) () = (@ +2) S (0) + (e - / f (¢ (319)
Avec G(f) = n dans (3.19) nous avons :
i _ e
df  (aG+n)f B) [l G (3:20)

I'équation (3.20) est une équation 1ntegro—d1fferent1elle pour G = G (f). En intégrant (3.20)
de 0 & f, on obtient :

mlq
G(f) = A = m/ ey ¢ ¢ oI (3.21)
On pose :
H(F) =1 X'G(f), (3.22)
I'équation (3.21) devient :
=2 / il 1d¢ (3.23)
—B—=7) ¢+ apH () — B) [} H

en utilisant le principe de contraction de BanacthaC(nopoh (v01r Hartman [21]), nous
montrons maintenant que I’équation (3.23) admet une unique solution positive au voisinage
a droite de f = 0.

Soit X I’ensemble des fonctions bornées H(f) sur [0, k], h > 0, satisfaisant :
18+

0<H(f)<p= : (3.24)
2(laf + |a = p5])
Soit ||..|| est la norme sup définie sur X, alors X est un espace métrique complet.
On définit :
f m—1
m ¢ d¢
M (H) () = 5 (Hex. (B2
o —(B+7)0+apH(9) 8) J3 H

Montrons d’abord que M est un application de X vers X, pour h § hg.
Soit H € X. 1l est clair que :

1)
“(B4+7) 6+ adH(9) — (a— B) / H(f)df > —(B+7)6— o] 6H(S) — |a— 6] |H] ¢
> (5176 (ol +la—B)) |H| ¢
> W’ (3.26)
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3.2. Existence et unicité du profil de base

on a utilisé (3.26). Par conséquent, a partir de (3.25), nous avons

2m d m—2
M(H)(f) < W/o ¢m=2de
2m fm—2
—(B+7) A (m—1)

2mh™—2
B+ N (m-1)
Ainsi, M(H) est bien défini sur X et M(H) : [0,h] — R est positive et continue. Le coté

(3.27)

droit de (3.27) indique que nous pouvons trouver hg, h < hq telle que |M(H)|| < p, H € X.
Donc M est une application de X vers X pour h < hy.

Dans I’étape suivante, nous montrons que M est une application contractante sur X.

Soit Hy, Hy € X, et h < hg. Alors

f 0]
|M(Hy) — M(I)| dm / g <Ia|¢I|H1—Hz||+|a—BI / ||H1—H2||df) o

< -
T B+YN
4m

(m—1) (B +7)° N

Par conséquent, il existe hy € (0, ho| telle que si h < hy, M est une contraction sur X. Par le

(laf + o= BI) A" | Hy — Ho|.

principe de contraction du Banach—Cacciopoli [21], M admet un unique point fixe dans X,
et par conséquent ’équation (3.23) admet une solution unique. Ceci implique qu'il existe
une solution unique positive de (3.6), (3.11) dans I'intervalle (A — €, \) pour certaine £ > 0.

Lemme 3.2.4 Supposons que 5 <0, v <0 et u € [0,)).
Si f est une solution positive de (3.6) et (3.11) sur (u, \). Alors f est bornée sur (u, \) et

(m—1) A o=

sup f (1) < max {— (BA +27), [(a — 26) A — 27]}

(A

Preuve. Nous prouvons ce lemme pour les deux cas suivants: (i) a — f > 0, (ii)
a— 5 <0.
Cas (i) a — > 0.
Pour ce cas f (1) < 0 sur (u, \) par Lemme 3.2.2, f () > f(n), n € (n,)\). d’apres (3.17),

(™ ) < =B+ f)+(a=B) f)(A=n), n<n<A
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3.2. Existence et unicité du profil de base

ou

_mfm—2 f’

IN

—an =+ Ao —f)
< M=y t+a(A-n), p<n<A

L’intégration de (3.28) a partir de n & A donne :

1
%f”‘l(n)ﬁ A=yt ga(A=n)|(A=n), psnsX
Donc
m—1 (m_l))\
(s;gf (W)ST[(@—QB))\—QW]-

Cas (ii) a — 5 < 0.
Par I’équation (3.17),

— (™ ) < =B+ f), p<n<A

ol
—mfm < —(Bn+), p<n<A

L’intégration de (3.31) a partir de n & A donne :

mo L. 15}
mf "(n) < - 5(/\2—7]2)+7(/\—77) ;o p<n <A
Ceci, implique que :
_ m— 1)\
sup £ () <~ D2 (53 4 93,
(1 \) m

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

Remarquons que les bornes de (3.30) et (3.33) sont indépendants de pu et, par conséquent,

f (1) ne peut pas étre illimitée a7 — . =

Lemme 3.2.5 Supposons que f est une solution positive de (3.6) et (3.11) au voisinage a

gauche den =\, et B <0, v <0. Alors f(n) >0 sur [0,\) quand o — 23 > 0.

Preuve. L’intégration (3.17) a partir de n & A donne :

A A
fm<n>=—<6n+w>/ f<5>d5+<a—26>/ (6 —n) £ (€) de.

Il est facile de voir a partir de (3.34) que, si o« — 20 > 0, alors f(n) > 0 sur [0,)). =
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3.2. Existence et unicité du profil de base

Proposition 3.2.1 Supposons que § <0, v <0 et a — 25 > 0.
Si f(n; A1) et f(m; A1) des solutions de (3.6) et (3.11) sur (0, A1) et (0, \2), respectivement,
ot Ay > Ag. Alors f(n; A1) > f(1; A2) sur (0, Aa).

Preuve. On note f(n; \;) = fi(n), i =1,2.
Supposons, par I’absurde, que la conclusion de la proposition n’est pas vrai. Alors il existe
un 77 € (0, A2) telle que f1 (1) = f2(77) et fi(n) > f2(n) sur (7], A2).
D’aprés (3.34), nous avons :

A

f7 () = — (BT + ) / fi(m)dn + (o — 25) / (= fi(mdy, =12 (335

Ce qui implique que :

)\2 >\2

(fl—fz)dn+(a—2ﬁ)/ (=) (i — fo) d

n

~(m+) |

n

A1

A1
e [ fmydn+ (- 28) / (n— ) fu () d = 0. (3.36)

A2 A2
Parce que le deuxiéme et le quatriéme termes du membre & gauche de (3,36) sont positives

et les deux autres termes sont positifs, nous arrivons une contradiction. D’oul la proposition
321. m

Maintenant nous procédons a démontrer les théorémes 3.2.4 et 3.2.3 et 3.1.1.

Preuve du théoréme 3.2.4.
Nous avons déja prouvé dans le lemme 3.2.3, l'existence locale au n = A\ d’une solution
de (3.6) et (3.11). Cette solution locale unique peut étre prolongé vers n = 0 comme une
solution positive avec f(0) > 0 si et seulement si, lorsque § < 0, v <0, et « — 25 > 0 (voir
Lemme 3.2.5).
Maintenant, nous pouvons s'il existe A(V) telle que f(0; A\(V)) = V. Pour ce faire, nous
utilisons le résultat suivant (Barenblatt, 1952 [9]).
Supposons que f(7; A) est une solution de (3.6) et (3.11) sur (0, \), alors /[%f(,un;,u)\)
est une solution de (3.6) et (3.11) sur (0, u\) pour tout g > 0. Si g = A~ Alors :

F0;0) = A1 f(051) = V. (3.37)
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3.2. Existence et unicité du profil de base

Puisque f(0;1) > 0 pour o — 28 > 0, f < 0, 7 < 0, nous obtenons une racine unique
A= A(V) de (3.37). Ainsi, f(n; A(V)) est 'unique solution de (3.6), (3.7), et (3.11).

Pour § =~ = 0, nous avons déja construit la solution explicite (3.15) :

F\) = [%(A—@QIW CO0<p<n

ou )
2 1 2
Mm:[lﬁ@i%wnﬂ.
a(m—1)
Preuve du théoréme 3.2.3.

Nous remarquons que

f(n) = fd) - 0<n<a , (3.38)

0 A< <o

est une solution faible de (3.6) et (3.11). Maintenant, nous devons montrer qu’étant donné
V' >0, (3.38) est I'une seule solution de (3.6), (3.7) et (3.11) a support compact.

Supposons que f(n) est une solution faible de probléme (3.6) et (3.10) a support compact.
D’apres le Lemme 3.2.5, cela est possible seulement si § < 0, v < 0, et @« — 25 > 0, par

ailleurs

o) > 0 ST n €0, |
=0 sinel\oo), A>0
D’apres le théoréeme 3.2.4, il est également I'unique solution. Ainsi, nous avons démontré le
théoréeme 3.2.3. m

Preuve du théorém 3.1.1.

Nous avons déja prouvé dans le théoréeme 3.2.3, 'existence de "profil de base" f & support
compact si et seulement si f < 0, v <0, et a — 23 > 0. Maintenant, nous déterminons les

coefficients c(t), a(t) et b(t), il suffit de résoudre le systéme (3.5) satisfaisant les conditions

aux limites (3.3)
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3.2. Existence et unicité du profil de base

On peut donc écrire sous la forme :

C_?C(
o Cm—l

a =—“"—f
o cm—l

b——afy

alt) = (1 — Apt)*
c(t) =(1— Apt)sa 0 <t<T,
1
b(t) =3 (1—ABt)* — 3
avec A =2+ 5 (m—1) etT:m.
2) Si 28+ (m —1)a =0, c-a-d a = 22, nous obtenons (3.9)

Nous avons donc démontré 'existence et 1'unicité de cette classe de solution pour 5 < 0,

v <0, et a—206 > 0, on présente également pour des cas particuliers des solutions explicites

nouvelles.
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Chapitre 4

Solutions de I’équation de diffusion

non-linéaire a n dimensions

L’objectif de ce chapitre est d’étudier I’équation de diffusion non-linéaire & n dimensions.
On donne trois types de classes de solutions, la premieére est la solution sous la forme auto-
similaires, la deuxiéme est la solution sous la forme auto-similaires générale, le troisiéme

type est la solution sous la forme de profils mobiles.

4.1 Solutions sous la forme auto-similaire

Considérons donc I’équation de diffusion non-linéaire sous la forme :

Gu_

5= AW (@.1), (4.1)

ot u (z,t) est une fonction des variables d’espace (z € R"), et de temps (¢t > 0) et (m > 1),

A(um™) = Z 828(5; ) (ou A désigne Popérateur de Laplace).
i=1

en cherchons les valeurs de & € R et 8 € R pour les quelles :
A (Va, At)

est solution de I’équation de diffusion non-linéaire pour tout A > 0 sachant que u est solution

de cette méme équation.
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4.1. Solutions sous la forme auto-similaire

Comme

2 a B _ a+1@ 8
5 ()\ u(/\ a;,)\t)) = A T ()\ x,)ﬂf)

et
A (A (W, M) ) = A7 (M) (N, )

on trouve que « et [ doivent vérifier la relation :
a+1=am+203. (4.2)

Supposons cette relation réalisée, et choisissons A = %, on va donc chercher une solution
u(z,t) de ’équation de diffusion non-linéaire sous la forme :
ule,t) = = (Fﬂ) z€R", t>0. (4.3)
ou U = u(1,.). Donc 'équation de diffusion non-linéaire (4, 1) est invariante sous 'action
de la dilatation, c’est a dire
Ju

e (x,t) = A (u™ (z,1)) = )\a“% (Aﬁx, At) = A28 (Agy™) ()\Bx, At) .

Théoréme 4.1.1 (Ezistence de solution auto similaire) [31]
Pour :

a+1=am+ 25.

I’équation de diffusion non-linéaire admette une solution sous la forme auto similaire donnée

par :

u(z,t) = tlaU <t%> .
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4.1. Solutions sous la forme auto-similaire

Détermination du profil U

Pour la détermination du profil U et les parameétres « et 3, notons y la nouvelle variable

o
Yy = t_/37
alors
du —a—1 —p —a—p-1 —B
N (x,t) = —at U (t x) — pt x.VU (t :E)
= —at U (tP2) — gt (t7P2) VU (¢ Px)
= —at U (y)|y:t7@$ - Bt_a_ly- VU (y)|y:t*6x7
tandis que

AU (tP2)™) = o PAU™) (t72)
= (AU ()]

y:t*ﬁaj N

Par conséquent, la fonction u définie ci-dessus & partir de la fonction U est solution de

I’équation de diffusion non-linéaire si :

LAt U ()]s — BN VU ()]s, = 1% AU (1)

y:t—ﬂx 9

supposons que :

a+1=am+2p
alors I'égalité ci-dessus s’écrit :

AU™(y)) +By.VU (y) +aU (y) =0, y e R"

Pour aller plus loin, supposons que U est une fonction radiale, c’est a dire de la forme :

Uy) =V (lyl)

Rappelons la formule donnant le Laplacien d’une fonction radiale dans R™ :

pour tout ¢ € C*°(R%), on a :

Ay = 6" (o) + “=6 (), y € R™

Y|
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4.1. Solutions sous la forme auto-similaire

Ainsi
n—1

(V™) (r) + (V™) (r) + BrV’ (r) +aV (r) = 0, pour tout r > 0. (4.4)

Supposons que o = nf ; multipliant les deux membres de I’égalité ci-dessus par 7", on

met 1’égalité ci-dessus sous la forme :

<r"’1 (Vm)£> +(Br"V) =0, r>0.
on en déduit que :

(V™) + Br"V = Const., > 0.

et, en supposant que U(y) = 0 pour tout y € R" tel que |y| soit assez grand, on trouve que
la constante d’intégration ci-dessus est nulle.

L’équation différentielle :

(Vm)‘ + prV =0, pour tout > 0, avec lim V(r) =0

r—-+00

admet pour solutions non identiquement nulles toutes les fonctions de la forme

V(r):(1—l)mll(c—%ﬁr2)mll, r>0 (4.5)

oll ¢ est une constante positive quelconque.

Ainsi, pour tout ¢ > 0 fixé, en choisissant :

est solution de I’équation :
AU™(y) + By-VU (y) + U (y) = 0, sur R"\ {0}.
Comme la fonction U ci-dessus est clairement de classe C! au voisinage de y = 0, 'EDP :
AU™(y) +By-VU (y) + aU (y) =0,

vaut au sens des distributions sur R"”.
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4.2. Solutions auto-similaires générale

On résume 'analyse faite ci-dessus dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.2 (Solutions de Barenblatt) [31]
Soientn >1 et m > 1.

Pour

la fonction

1 1
1 m—1 1 |IL‘|2 m—1
+

est, pour tout ¢ > 0, solution au sens des distributions de ’équation de diffusion non-linéaire

(4,1)-

Remarque 4.1.1 Pourtoutt > 0, la fonction x — u(x,t) est continue et a valeurs positives

ou nulles et

supp (u(., 1)) = m;

4.2 Solutions auto-similaires générale

Dans cette section on va étudié une classe de solutions sous la forme auto-similaires générale
de ’équation de diffusion non-linéaire a n dimensions en appliquant la méthode dite "Profils

Mobiles".

4.2.1 La méthode des profils mobiles (MPM) a n dimensions (pre-

miére forme)

Considérons I’équation suivante :
ou
— =A,u 4.9
T (4.9)
Ou A, est un opérateur différentiel linéaire ou non linéaire de la variable (z € R").
Le principe de cette méthode est de chercher une solution du probléme (4,9) sous la forme

u(x,t)y=c(t)f(n), avec n= ﬁ, reR"” (4.10)
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4.2. Solutions auto-similaires générale

ou f est dans L? (R™), qu’on va appeler "profil de base".
Alors
Gu—cf (n) = c2n.Vf (n)
Agu = Z—ZAnf, avec p,q € R .
Les parameétres c(t), a(t), sont des fonctions dépendant du temps ¢, sont déterminés par la

solution de probléme de minimisation :

—+oco
min /
ca J—o0

par conséquent, nous obtenons le systéme de deux équations & deux inconnues :

2

Ou dz, (4.11)

E—Axu

5 , (4.12)
(5t — Aeu,n.V[f) =0
ou (.,.) désigne le produit scalaire dans L? (RN ) .
L’EDP (4.9) est transforme alors dans un ensemble de deux EDOs associées :
S(f, f) — 2.V f) = LA, S,
{1.0) = H09F ) = A )

SNV f, f) = SV .V f) = LA V)

Approximation a priori :
Soit :

le sous espace de L? (R") engendré par les fonctions f et 7.V f a I'instant ¢, de la relation
(4.12) on déduit que % — A u est orthogonale & V.

En particulier comme % e V,, alors :

ou ou
— — Au,—) =0,

<8t ! 8t>

donc si A,u appartient aussi & V; alors la méthode nous fournit une solution exacte faible

qui s’écrit sous la forme :

u(z,t) :c(t)f(ﬁt)).

Maintenant nous voulons établir des conditions sur la méthode pour trouver des solutions

exactes de 1’équation (4.9).
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4.2. Solutions auto-similaires générale

Solutions exactes de quelque EDPs non linéaires :

Théoréme 4.2.1 Pour f € C? N L?; l'équation (4.9) admet une solution ezacte sous la

forme :

Si
1- Ayu = Z—ZAnf, pour p,q € R.

2- le "profil de base" est une solution de l’équation suivante :
A f =af+P6nVf, ot o e (4,14)
dans ce cas, les coefficients c(t),a(t), sont déterminés par le systéme :

6 =2q
@ (4,15)

Pl
ad—1

.
Preuve. D’apres le principe de I'estimation de cette méthode, si A,u appartient au
sous espace V;; alors la fonction u(xz;t) = ¢(t) f(n) est une solution exacte d’équation (4.9),
dans ce cas le terme A, f peut étre exprimé comme une combinaison linéaire de fonctions,

f,n.Vf, donc
Ayf =af +pnVf, pour «,B€R.

Le systéme (4.13) est obtenu comme suit :

Quand on remplace A, f par la combinaison af + 1.V f, dans (4.13), nous obtenons le

systeme : B
MX = ‘%MF (4,16)
avec
Vo (f, 1) V£ f)
V£, f) n.VfnVf)
X = % et F=
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4.2. Solutions auto-similaires générale

ou (.,.) désigne le produit scalaire dans L? (R").
La matrice dans le systéme (4,16) est symétrique et inversible, alors (4,16) peut étre écrit

sous la forme (4,15)

4.2.2 Application a I’équation de diffusion non-linéaire

Nous présentons maintenant une application intéressante de notre méthode. L’application
concerne 'équation de diffusion non linéaire & n dimensions.

Soit I’équation de la forme suivante :

ou

E—A(u (x,t)), v € R", t>0.

admet une solution exacte sous la forme d’auto similaires générale

uwt) =1 (55,

Si
1- Agu =50, (f" (). (p=m, ¢=2)

2- alors le "profil-basé" doit vérifier 'EDP suivante :

A, (f"(m) =af +6n.Vf, ou a,feR. (4.17)

dans ce cas, les coefficients c(t), a(t), sont déterminés par le systéme :

c =%a
e (4.18)
a =—“—0

Détermination du "profil de base" f :

Le "profil de base" doit vérifier 'EDP suivante :

Ay (f" () =af +pn.Vf, ouneR" afcR

Pour aller plus loin, supposons la fonction f radiale, c’est a dire de la forme :

fm=Vnl),
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4.2. Solutions auto-similaires générale

n—1

‘ R".
m fnl), ne

Ay (f™ (D) = (f™)" () +

Ainsi
“ ’I’L - ]_

(V™) (r) + (V™) (r) = aV (r)+ BrV (r), r=1n|.

r

Supposons que o = nf ; multipliant les deux membres de I’égalité ci-dessus par 771, on

met 1’égalité ci-dessus sous la forme :

¢

<r"’1 (Vm)£> +(Br"V) =0, r>0.
on en déduit que
L (V™) + Br"V = Const., > 0.

et, en supposant que f(n) = 0 pour tout n € R" tel que |n| soit assez grand, on trouve que
la constante d’intégration ci-dessus est nulle.
L’équation différentielle :

(V™) 4 BrV =0, pour tout r >0, avec lim V(r)=0 (4.19)

r—-+00

admet pour solutions non identiquement nulles toutes les fonctions de la forme :

ol ¢ est une constante positive quelconque

donc ) )
1\ 7t 1 \7T
fm=(1—— c—=pFn| , avec a = npf, (4.20)
m 2 n
les coefficients ¢(t), a(t), sont déterminés par le systéme :
=
. ., avec a= np,
a =“—0

supposons les conditions aux limites a(0) = 1;¢(0) = 1, nous avons :
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4.2. Solutions auto-similaires générale

On en déduire finalement :

[

alt) = (=457 o 7 (4.21)
oft) = (1—Apt)™ 4
ot A=2+n(m-—1).

On a donc les résultats suivants :

Théoréme 4.2.2 (Solutions auto-similaires générale).

La fonction :
x

u(z,t)=c(t) f <m

est solution de [’équation de diffusion non-linéaire (4.1) :

>, avec v € R"

O (z,t) =A™ (x,t)), ze€R" t>0, m>1L1.

telle que :

1

fn)= (1—%>m_1 (c—%ﬂ\n\2>m, avec ¢ >0,

+
et les coefficients ¢ (t),a (t), donnés par :

1

alt) = (1 — ABt)*
e(t) = (1 — ABt)”

, 0<t<T

=3

ot A=2+n(m-—1).

4.2.3 Explosion des solutions sous la forme auto similaires générale

Théoréme 4.2.3 Soit :
T

ue) =) (55).

avec f une solution de [’équation suivante :

Ay (f" () =af +6n.Vf, ot a=np, et R,

Il existe une solution sous la forme auto similaires générale du probléme (4,1) qui explose

en temps fini T > 0, de la forme (4,10) ou les coefficients c(t), a(t), sont donnés par :

1

a(t) = (1 - Apt)~

, 0<t<T,
ot) = (1 — ABt)”

n)3

avec A =2+n(m—1).
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4.2. Solutions auto-similaires générale

Preuve. Déja prouvé que la solution sous la forme auto similaires générale (4,10) :

x
t)=c(t —
U/(..'L', ) C()f(a(t))7
est une solution exacte du probléme (4,1), (Théoréme 4.2.2), avec f une solution de I’équation

(4,17).

et les coefficients ¢(t), a(t), sont donnés par :

e

alt) = (1 - ABY)
o(t) = (1— ABt)”

, 0<t<T,

w3

Rappelons que la solution explose en temps fini 7. C-a-d : lim u (x,t) = +o0.
t—T—

on a c(t) > 0 si et seulement si :

1—Apt >0
d’apres un calcul simple nous obtenons :

1 1
AV RN e R 1) R

donc lim ¢ (t) = 400,
t—T—

et alors :

MMM%ﬂ:hmc@f(jL)=+w.

t—T— t—T—
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4.3. Solutions profils mobiles a n dimensions (MPM)

4.3 Solutions profils mobiles a n dimensions (MPM)

Dans cette section, on étudie une classe de solutions sous la forme des profils mobiles, de
I’équation de diffusion non-linéaire & n dimensions en appliquant la méthode de "Profils

Mobiles" a n dimensions.

4.3.1 La méthode des profiles mobiles (MPM) a n dimensions

(deuxiéme forme)

Le principe de cette méthode est de chercher une solution du probléme (4,9) sous la forme

u(z,t)=c(t) f(n), avec n = %lz)(t), etb(t)=(b(t),b(t),..,b(t) e R" (4.23)

ou f est dans L? (R"), qu’on va appeler "profil de base".
Alors

&= of (1) — cin.Vf () — ek (S, 2L)
Agu= S A, f, avecp,q€cR
Les parametres c(t), a(t),b(t), sont des fonctions dépendant du temps ¢, sont déterminés
par la solution de probléme du minimisation :

—+oco
min /
1 — o0

c,a,b

2

Ou dz, (4.24)

E—Axu

par conséquent, nous obtenons le systéme de trois équations a trois inconnues :
(B — Ayu, f) =0
(2r — Au,n.Vf)=0 (5.25)
ou n 9
(o — Awu, <Zi:l a7£>> =0

ou (.,.) désigne le produit scalaire dans L? (R").
L’EDP (4,9) est transforme alors dans un ensemble de trois EDOs associées :

S5 = S0 = M ) ) = HAyf )
o !

V1) = SV V) = S0 ) 0 V) = KA 0 V)

ST 2) ) = 2V (S 20)) - (S ) (S 22)) = HAf, (X 2L)
(4.26)

[[s)
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4.3. Solutions profils mobiles a n dimensions (MPM)

Approximation a priori :

Soit :

Vi — {f, A %}

le sous espace de L? (R") engendré par les fonctions associées au f a l'instant ¢, de la relation
(4,25) on déduit que 2 — A,u est orthogonal & V;.

En particulier comme 38—7: e V,, alors (% — A,u, %) = 0, donc si aussi A,u appartient a V;
alors la méthode nous fournit un solution exacte faible qui s’écrit sous la forme :

w(z,t) =c(t) f (%i)(t))

Maintenant nous voulons établir des conditions sur la méthode pour trouver des solutions

exactes équation (4.9).

Solutions exactes de quelque EDPs non linéaires :

Théoréme 4.3.1 Pour f € C? N L?; l'équation (4,9) admet une solution ezacte sous la

u(z,t)=c()f (%)7

forme

Si
1- A,u = g—zAnf, pour p,q € R.

2- le "profil basé" est une solution de l’équation suivante :

"0
Anf:af+6n.Vf+WZaq‘;, ot «,fB,v€R. (4,27)
i=1 i

dans ce cas, les coefficients c(t),a(t),b(t) sont déterminés par le systéme :

CcC = EO&

@ =-225 . (4,28)
. o

b = —;;—_1’7

les coefficients c(t),a(t),b(t), sont déterminés (Section 2.1),
(i) pour a(p—1)+qB >0

a(t) = (1 — ABt)*
c(t) = (1— ABt) 74 , 0<t<T (4.29)
b(t) =3 (1— ABt)T — 3
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(ii) pour a(p—1)+¢B8 =0

a(t) = exp (—ft)
t>0 (4.30)

avec A =q+ 5(p—1).

4.3.2 Application a I’équation de diffusion non-linéaire
En appliquant cette méthode a I’équation de diffusion non-linéaire, alors ’équation :

%:A(um(x,t)), reR" t>0.

admet une solution exacte sous forme auto similaire générale :

u(x,t)=c(t) f(n), avec n:%lz)(t), et b(t)=(b(t),b(t),...,b(t)) € R"

Si
1- Ayu= G0 (f"). (p=m, ¢=2)
2- alors le "profil de base" doit vérifier 'TEDP suivante :
m — of
Ay (f™ () = af +B0.Vf+7 (Y o
i=1 i

), ou a,f,v€R.

dans ce cas, les coefficients c(t), a(t), b (t) , sont déterminés par le systéme :

. T

c:fl—za
'_ Cm—l

a =—“—f .
. cm—l

b——a7

On résume 'analyse faite ci-dessus dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.2 La fonction :

u(z,t)=c(t)f (x ;(f)(t)>

est une solution exacte du probléme (4,1), ou f le "profil de base" est une solution de I’EDP

sutvante :

"0
Ay ) =af + BV 7Y 5 oiasy e R
i=1 ?
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dans ce cas, les coefficients c (t),a(t),b(t) donnés par :

(t) pour (m — 1)a+25 >0

at) = (1— ABt)*
co(t) = (1— ABt) 74 , 0<t<T (4.31)
b(t) =3 (1— ABt)T — 3
(ii) pour (m — 1)a+25 =0
a(t) = exp (—ft)
(4.32)

t>0

ou A=2+g(m—1).
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Conclusion générale

Dans cette thése nous avons présenté une nouvelle méthode pour chercher des nouvelles
solutions appelées "profils mobiles" [15] pour 'équation de diffusion non linéaire.

Cette méthode a été inspirée de la méthode dite "ondelette mobile" qui a été proposée
par Basdevant en 1990 [8].

Ainsi on a présenté des nouvelles solutions particuliéres explicite pour cette équation de
diffusion non linéaire [1]. Une application intéressante concernant les équations de diffusion
non linéaires a été présentée.

Nous avons également démontré l'existence et l'unicité de cette classe de solutions, en
déterminant dans certaines cas le temps d’explosion pour des formes de solutions partic-
uliéres.

Cette étude ouvert quelques perspectives notamment, la recherche d’autres formes de

solutions en appliquant le méme principe d’approche, et 'existence des solutions " profils
mobiles" mais dans 1’espace L2.

Enfin, une généralisation de la méthode du profil mobile est donnée avec une application
bien évidement sur I’équation de diffusion non linéaire en dimension n, cette généralisation

ouvre plusieurs perspectives concernant ’application de cette méthode a plusieurs dimen-

sions, et surtout I’étude d’existence des solutions qui n’est pas encore établie.
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